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“I...] la physique ne nous donne pas seulement
I'occasion de résoudre des problemes;
elle nous aide a en trouver les moyens |...]”

(Henri Poincaré)
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Prélogo

Hé muitos anos, deparei-me com uma citagdo de Henri Poincaré
na qual este afirmava que “o papel do educador consiste em fazer
com que a crianga passe novamente por onde estiveram seus ante-
passados, atravessando algumas etapas mais rapidamente, mas sem
omitir nenhuma; a histéria da Ciéncia deve ser nosso guia.”!)

A proposta de Poincaré é nada convencional e raramente colo-
cada em pratica. Nos livros de Matematica em geral, a Historia é
colocada a parte, quer como algo impuro, distante das coisas sérias,
ou como se fosse sagrada e que ndo poderia ser tocada sendo pelos
especialistas.

Como resultado, temos a seguinte situagdo: de um lado estdo
os compéndios em Histéria da Matemaética, os quais, com algumas
excegles, preocupam-se em transmitir intrigas sobre matematicos
famosos cujas obras sdo feitos inatingiveis e inquestionaveis, verda-
deiros objetos de inspiragdo divina; do outro lado encontram-se os
textos didaticos que se abstém dos fatos histéricos (pertinentes) en-
volvidos. O resultado dessa cisdo é um estudante mal informado (e
por que ndo dizer desmotivado?) sobre seu objeto de interesse.

Neste trabalho, pretendemos apresentar varios métodos de reso-

(M“L7éducateur doit faire repasser I’enfant par ot ont passé ses peres ; plus rapide-
ment mais sans briiler d’étape. A ce compte, I'histoire de la science doit étre notre
premier guide.” (H. Poincaré, [60], p.71)

ix
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X SUMARIO

lugdo do problema de Dirichlet para a equacdo de Laplace

Au=0 em ¥,

P)
u = f sobre 09,

seguindo a proposta de Poincaré.

E preciso deixar claro que o leitor ndo estd diante de um tra-
balho em Histéria da Matematica, a despeito do enfoque dado. A
seqiiéncia histérica é utilizada somente como um palco onde é apre-
sentada a evolugdo temporal de determinados t6picos. O texto, con-
tudo, ndo segue a ordem cronolégica dos fatos.

Com respeito aos métodos apresentados, foi dada preferéncia a
uma apresentacdo mais moderna, aproveitando os recursos que a
Matematica nos proporciona atualmente. Mas em muitos casos en-
contram-se comentérios sobre as demonstrag¢des originais e, princi-
palmente, sobre alguns graves erros cometidos na época. Isso visa
mostrar ao leitor um periodo de trevas até meados do século 19,
numa época em que ndo se tinha uma idéia muito clara dos limites
da Matematica.

No primeiro capitulo, encontra-se um breve histérico sobre a e-
quacdo de Laplace, bem como algumas propriedades fundamentais
sobre fun¢des harmonicas que serdo utilizadas na seqiiéncia. Ap6s
um retrospecto dos fendmenos que deram origem a equagdo de La-
place, apresentamos uma comparagao entre esta e a equacao de Pois-
son.

O Capitulo 2 se concentra no periodo anterior ao célebre Principio
de Dirichlet. O primeiro método apresentado é o de Fourier, base-
ado na separacdo de varidveis. Em seguida, passamos a construgao
e existéncia da fun¢do de Green associada a (P).

O tema central do terceiro capitulo é o Principio de Dirichlet, cuja
formulacdo original estava incorreta, mas mesmo assim seria utili-
zado por Green, Dirichlet e Riemann para garantir a existéncia de
solugdes do problema de Dirichlet. A possibilidade de solugdo de
(P) auxiliaria Riemann na obten¢do do Teorema de Representacéo
Conforme em varidveis complexas.
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O Capitulo 4 apresenta alguns métodos alternativos para a reso-
lugdo de (P) surgidos a partir de 1870, logo apés o fim do Principio
de Dirichlet: o processo alternante de Schwarz e os métodos da
equacdo integral de Fredholm, de varredura de Poincaré e o das
funcdes sub-harmonicas de Perron.

O ultimo capitulo é dedicado ao resgate do Principio de Diri-
chlet proposto independentemente por Weber, Arzela e Hilbert no
final do século 19. A idéia deles consistia em utilizar seqiiéncias mi-
nimizantes para obter o ponto de minimo da integral de Dirichlet

Z(u) ::/Q|Vu|2dx

sobre uma classe de fun¢des admissiveis conveniente. O Capitulo 5
inicia-se com a utilizagdo de seqiiéncias minimizantes em C*(Q) N
C(9). No entanto, esse espago ndo é bem adaptado a tais problemas
de minimizac¢do. Para remediar essa situa¢do, é mais natural con-
siderar a formulagdo fraca do problema de Dirichlet via espacos de
Sobolev. Em seguida, passamos ao método de projecado ortogonal de
Weyl. Por fim, apresentamos uma comparagao entre as formulagoes
classica e fraca associadas a (P).

Meus agradecimentos a Djairo Guedes de Figueiredo pelo seu
entusiasmo e a todos os colegas que me incentivaram durante a
preparacdo do manuscrito. Corre¢des e comentarios serdo sempre
bem-vindos.

Na presente reimprensao corrigi alguns erros apontados por a-
lunos. Meus agradecimentos a generosa contribui¢do que eles apre-
sentaram a monografia.

Augusto C. Ponce
e-mail: Augusto.PonceQuclouvain.be
Louvain-la-Neuve, agosto de 2009
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Historico

A palavra potencial tem origem do latim potentialis, derivado de
potens, e sua utilizacdo no contexto da Filosofia remonta aos séculos
15 e 16, em referéncia a algo em estado latente mas que ndo possui
efeito realV).

Dieudonné® observa que seu uso em Matematica deve ter sido
influenciado pelos filésofos naturais do século 18, o que poderia ex-
plicar o fato de tanto George Green® (1793-1841) (recorrendo a ex-
pressdo potential function, em inglés) como Karl Friedrich Gauss®
(1777-1855) (potential, em alem&o) apelarem ao mesmo termo, mas
de forma totalmente independente, para se referirem as solugdes da
equacdo de Laplace

Au = 0.

MPOTENTIEL. In : P. Robert, [64], v.7, pp.645-646.

7. A. Dieudonné, [16], p.35.

®G. Green, An Essay on the Application of Mathematical Analysis to the Theory of Elec-
tricity and Magnetism. In : Papers, pp.1-115. Apud G. D. Birkhoff, [4], pp.347-358.

@K. F. Gauss, Allgemeine Lehrsitze in Beziehung auf die im verkehrten Verhiltnis des
Quadrates der Entfernung wirkenden Anziehungs und Abstoffungskrifte. In : Werke, v.5,
p-200 et seq. Apud O. D. Kellogg, [40], p.52.

1
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2 [CAP. 1: INTRODUGAO

Parece provavel que tenha ocorrido tal influéncia, mas coube a
Daniel Bernoulli (1700-1782) a primeira referéncia ao conceito de po-
tencial, em sua obra Hydrodynamica (1738), utilizando a idéia de vis
potentialis (energia potencial), como sendo uma quantidade a partir
da qual um campo de forcas poderia ser obtido.

Até meados do século 18, o termo potencial estava longe de se
consolidar. Na Encyclopédie, a palavra francesa que mais se aproxi-
ma é puissance (poténcia) e, muito embora ja viesse sendo bastante
utilizada naquela época, Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) reco-
nhece que tal conceito possuia um significado um tanto confuso®.

A equagdo de Laplace por sua vez viria a luz somente em 1752,
no trabalho Principios do Movimento dos Fluidos de Leonhard Euler
(1707-1783).

O objetivo de Euler era estudar o comportamento do campo de
velocidades V de um liquido incompressivel numa regido 2 C R®.
Nesse caso, temos rot V' = 0 e, sendo 2 simplesmente conexo, V'
é um campo gradiente; em outras palavras, existe uma funcio v
(que viria a ser chamada potencial de velocidades por Hermann von
Helmholtz (1821-1894), em 1868) tal que V' = Vwv. Por outro lado,
sendo o liquido incompressivel, o campo de velocidades estd sujeito
a Lei de Continuidade divV = 0, e, portanto, Av = 0 em 2. Eu-
ler limitou-se as solugdes desta equagdo na forma polinomial, uma
vez que reconhecera ndo ser capaz de determinar uma solugdo geral
para ela.

Joseph Louis Lagrange (1736-1813) obteve resultados semelhan-
tes em 1762 sem que fizesse qualquer mengdo ao trabalho de Euler.

Mas os primeiros avangos realmente reconhecidos no campo da
Teoria do Potencial estdo ligados a Astronomia, que recebeu grande
parte dos esforcos dos matematicos do século 18, numa busca inces-

G)PUISSANCE : “[...] & plusieurs autres théorémes semblables qui ne sont pas
toujours démontrés dans la pratique avec toute la précision possible, parce qu’'on
y donne communément une notion un peu confuse du mot de puissance”. (J. le R.
d’Alembert) In : [15], v.13, pp.555-556.

©). L. Lagrange, Misc. Taur. 2 (1760\61), publ. 1762, 196-298; CEuvres, v.1, pp.365-
468. Apud M. Kline, [41], p.525.
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[SEC. 1.1: HISTORICO 3

sante de aprimoramento dos trabalhos de Isaac Newton (1642-1727).
O objetivo era de prever e descrever o movimento de corpos celestes.

Segundo a Lei da Gravitagdo Universal, o campo gravitacional
gerado por uma particula de massa m no vacuo pode ser expresso
por

Flz) = —ﬁm vz € R3\ {0}.

No caso de uma distribuicdo de massa numa regido {2 com densi-
dade p, o campo de forgas resultante é

F(ﬂf)=—/ﬂﬁp(y)dy Ve & Q.

Em 1773, Lagrange”) constatou que, nessas condigdes, temos

F =Vuv, onde v(z) :/ !

p(y) dy.
alr—yl )

Essa observagdo foi de grande valia a Pierre Simon de Laplace (1749-
1827), pois transformava o estudo do campo gravitacional, com trés
componentes, a andlise de uma tnica fungdo escalar. Laplace verifi-
cou que v satisfazia a equagdo Av = 0 no exterior da regido €, pri-
meiramente em coordenadas polares® em 1782 e, posteriormente,
em coordenadas cartesianas'® em 1787. Tal equagao, conforme ob-
servou Siméon Denis Poisson!? (1781-1840), serviu de base para be-
las investigacoes sobre a atragdo de esferdides.

A equacdo de Laplace também se mostrou presente nos fendme-
nos eletrostaticos e magnetostaticos no vacuo gracas aos trabalhos

]. L. Lagrange, Mém. des sav. étrangers 7 (1773); CEuvres, v.6, p.348. Apud O. D.
Kellogg, loc cit.

®P.S. Laplace, “Théorie des attractions des sphéroides et de la figure des planétes”,
Meém. Acad. Sci. Paris 1782 (1785); CEuvres, X, pp.339-419. Apud G. D. Birkhoff, [4],
pp-336-338.

Ops. Laplace, “Mémoire sur la théorie de 'anneau de Saturne”, Mém. Acad. Sci.
Paris 1787 (1789); CEuvres, XI, pp.273-292. Apud G. D. Birkhoff, loc cit.

(198, D. Poisson, “Remarques sur une équation qui se présente dans la théorie de

l'attraction des sphéroides”, Bull. Soc. Philomath. Paris 3 (1813), 388-392. In : G. D.
Birkhoff, op cit, pp.342-346.
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4 [CAP. 1: INTRODUGCAO

de Charles Augustin Coulomb (1736-1806) na década de 178011 e
que, por sua vez, ja haviam sido detectados experimentalmente por
Daniel Bernoulli antes mesmo de 176002,

Baseado em seus estudos sobre o fendmeno de condugio do ca-
lor, Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) submete em 1807 a A-
cademia de Ciéncias de Paris um artigo intitulado “Sur la Théorie
de la Chaleur”, segundo o qual a evolugdo da temperatura # de um
corpo homogéneo deve satisfazer a equagao

u = Au. 1.1)

Admitindo-se que a temperatura u de um s6lido homogéneo esteja
em equilibrio, segue de (1.1) que Au = 0, e mais uma vez obtemos a
equagdo de Laplace.

1.2 A equacdo de Laplace

O fato de a equagdo de Laplace aparecer na formulagdo de mo-
delos fisicos tdo diversos é, sem dudvida alguma, intrigante. Na
verdade, foi necessério algum tempo para que os matematicos do
século 19 percebessem que deveria haver um conceito comum por
trés disso.

A resposta encontra-se na idéia de equilibrio, i.e., que podemos
associar a cada um desses fendmenos uma quantidade cujo fluxo
total em qualquer regido seja nulo. Mais explicitamente, temos:

e Num liquido incompressivel, a quantidade de matéria que pe-
netra numa regido devera ser compensada pela saida de igual
volume, para evitar uma eventual mudanca de densidade do
liquido.

e O campo de forgas gerado por uma particula (ou uma carga
elétrica) pode ser associado por analogia aos raios luminosos

(DC. A. Coulomb, Hist. de I’Acad. des Sci., Paris (1785), 569-577. Apud O. D. Kellogg,
op cit, p.175.
(2)Cf. M. Kline, [41], p.507.
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[SEC. 1.2: A EQUAGAO DE LAPLAGE 5

produzidos por uma fonte pontual. Nesse caso, todos os raios
que incidem sobre uma regido que ndo contenha tal ponto lu-

minoso necessariamente irdo sair dela, e o fluxo total serd nu-
1013,

¢ Num sélido homogéneo em equilibrio térmico, as trocas de ca-
lor entre as diversas partes do corpo devem se compensar, para
que nédo ocorram variagdes de temperatura.

Em termos matemadticos, se considerarmos u# como sendo uma
grandeza fisica satisfazendo a condigdo
ou

—do=0 YwCCQ,
away

seguird do Teorema do Divergente (Vid Equacdo (2.36)) que

/Audx:/diVVudx: @dazo.
w w ow 81/

Sendo o aberto w CC 2 arbitrario, devemos ter
Au=0 em . (1.2)

Se u € C?() satisfaz (1.2), entdo diremos que u é uma fungio harmo-
nica.

Inversamente, podemos considerar tudo o que foi visto até aqui
do ponto de vista puramente matematico e associar fendmenos fisicos
generalizados para regides abertas 2 C R", com n > 2. O potencial
gerado por uma particula em R" corresponde as solugdes radiais da
equacdo Au = 0, e que sdo da forma (Vid Exercicio 1.1)

u(z) =alog|z|+b, sen=2,
1 (1.3)

u(l’):amﬁ“y‘b, Sen>2.

Comegaremos com uma nogdo classica em Teoria do Potencial:

(9E plausivel que esta analogia possa ter auxiliado Newton a formular sua Lei da
Gravitagdo Universal.
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6 [CAP. 1: INTRODUGCAO

DEFINICAO (SOLUGAO FUNDAMENTAL) A solugdo fundamental da e-
quacgio de Laplace é definida como

1 1
o log ﬂ sen = 2,

T X n
1 1 vz e R", z#0, (14)
sen > 2,

) =

n(n — 2)wy, |z|"—2
onde w,, é o volume da bola unitdria em R"™.

Na definigdo da solucdo fundamental as constantes a e b foram es-
colhidas de forma que na linguagem moderna da Teoria das Distri-
bui¢oes tenhamos

—AY =40, emD'(R"),

ou seja, (Vid Exercicio 1.2)
~ L V@ yAe)dy = plx) Ve eRT, Vo e CERY). (15)
Seja @ C R™ um conjunto aberto qualquer. Consideremos a se-

guinte

QUESTAO Existe uma configuracdo de equilibrio de temperatura
sobre (2, sabendo-se que sobre a superficie 92 do condutor a tem-
peratura é dada por f?

Matematicamente, temos o seguinte problema de Dirichlet:

Determinar v : 2 — R tal que

Au=0 em ¥,
(1.6)

u = f sobre 0,

onde por solucdo consideraremos as fungdes que satisfazem (1.6) no
sentido classico, i.e., tais que u € C?(Q2) N C(Q).

Caso (2 seja limitado, segue do principio do maximo que, se exis-
tir solugdo para o problema acima, entdo ela é necessariamente tinica
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[SEC. 1.3: A EQUACAO DE POISSON 7

(Vid Corolario 1.8.1). Note que essa conclusdo ¢ falsa caso (2 seja ili-
mitado. Com efeito, se 2 = R’} for o semi-espago superior, entdo

ui(x) =e~ " cosxy

us(x) =e*" cosxy

satisfazem a equagdo Au = 0 com a mesma condicdo de contorno
sobre JR'} .

1.3 A equacgdo de Poisson

A generalizagdo imediata do potencial gravitacional gerado por

uma distribui¢do de massa com densidade p num aberto Q C R" é a
seguinte:

u(z) = /919(:13 —y)ply)dy VYx e R™ (1.7)

Tal fun¢do v é chamada de potencial newtoniano gerado pela densi-
dade p.0%

Uma andlise mais atenta dessa expressdo nos mostra que se p €
L>(Q), entdo u estd bem definida para todo z € R"; além disso,
Au = 0se x ¢ Q (Vid Exercicio 1.3).

Nosso objetivo nessa segdo serd de demonstrar o seguinte™

TEOREMA 1.1 (HOLDER) Seja u dada por (1.7). Se p for Holder-continua,
entio u é de classe C1(R™) N C2() e satisfaz a equagio de Poisson

—Au=p em.

Observe que se p for continua, mas ndo Holder-continua, entdo
u ndo é necessariamente de classe C? (Vid Exemplo 1.1).

(9 Embora p seja uma distribuicéo de massa, admitiremos que p possa assumir tanto
valores negativos quanto positivos.

(5L. O. Holder, Beitrige zur Potentialtheorie, Stuttgart, 1882 (Tese). Apud O. D. Kel-
logg, op cit, p.152.
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8 [CAP. 1: INTRODUGCAO

O fato de u nédo ser harmonica em {2 foi constatado por Poisson
em 181319, Poisson comenta que até entdo o potencial newtoniano
(1.7) vinha sendo utilizado apenas na regido exterior a {2, razdo pela
qual tal fendmeno ndo havia sido constatado antes. O historiador
Morris Kline, no entanto, argumenta que num artigo de Laplace de
1789 este assumira implicitamente que u seria harmoénica inclusive
nas regides contendo matéria”).

O Teorema 1.1 serd demonstrado com o auxilio de trés lemas(®):

LEMA 1.2 Paratodo1 <i,j < n:

a9 1
’ax(x)‘ < W’ (1.8)
9%0 1
i0Z;

Demonstragdo. As estimativas acima seguem do célculo direto das
derivadas de ¥:

8219 1 1 €T; 33]‘
oz:0m, ") =iy T {”w - 5”} '

" nwp |z

LEMA 1.3 Se p for limitada e integrivel, entdo u € C*(R"™) e, para todo

z e R",
ou o

= — . 1.1
Tl (z —y)p(y) dy (1.10)
Demonstracdo. Escrevendo
oY
vi(z) := s (z —y)p(y) dy,

(16)3. D. Poisson, loc cit.
(7)Cf. M. Kline, op cit, p.530.
8)Cf. D. Gilbarg e N. S. Trudinger, [33], pp.54-56.
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[SEC. 1.3: A EQUAGAO DE POISSON 9

segue da estimativa (1.8) que v estd bem definida para todo = € R".
u

dx;’

Para tanto, vamos fixar uma fun¢do n € C°(R) talque 0 <7 < 1,
nit) =0set <1,n{t)=1set >2e0 <n <2 Paracadac > 0,
definimos:

Nosso objetivo serd mostrar que v; =

us(z) = /Q e — y)ne(z — y)ply) dy Y € R™,

onden.(z —y):=1n (—‘I;yl).
Pela construgdo de 7, é imediato que u. € C'(R") e

vi(z) — (;Zj (z) = /Q 0 {19(30 - ) {1 —ne(x — y)} }p(y) dy.

ABs. () 0Ti
Logo, para todo = € R",

B Ou,
83%

< sup |p| < 09
<sup|p
Q Ba.(0) 32’1'

{C’E(l +|log2e|) sen =2,

sen > 2.

(z)

v; ()

2

+ |19|) dz
€

< sup |p|
Q

Ou, .
Fazendo ¢ — 0, segue que u. e 55, convergem uniformemente a u
Z;

. ou
e v, respectivamente, em R". Logo, u € C'(R") e v; = Ere n
€Lq
2
Note que nao é integravel na vizinhanca de = 0. As-
83:1-8:10]-

sim, devemos ser cautelosos no célculo das derivadas segundas de
u. Para a demonstragdo de u € C%(Q), utilizaremos que p é Holder-
continua em {2 com expoente 0 < « < 1, ou seja, 1)

lp(z) = p(y)| < Clz —y|* Va,y €.

()Foi com essa finalidade que Ludwig Otto Holder (1859-1937) introduziu tal
condigdo. Cf. L. O. Holder, op cit.
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10 [CAP. 1: INTRODUGAO

LEMA 1.4 Se p for Holder-continua com expoente 0 < o < 1, entdo
u € C%(Q) e, para todo x € Q,

aszng (z) = /QO az;xj (@ =y)[p(y) = p(x)] dy+

o) [ i) doy, ()

onde Qo DD Q é um aberto limitado com bordo regular e p é estendida
como identicamente nula em R™\Q.

Em particular, o membro da direita é independente da escolha de
Qo.

Demonstracdo. Por conta da estimativa (1.9) e do fato de p ser Holder-
continua, a fungao

0%
Qo 89573953

wij(z) = (x—y) {p(y) - p(w)] dy+

e /8 ) (o~ ) do,

estd bem definida para todo x € ().

Mantendo a notagdo do lema anterior, definimos

vee)i= [ 5@ = e~ o)

Dessa forma, v;. € C'(f) e, por aplicagdo da férmula de integragdo
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por partes, temos

avia _ i 09 _ B
drj /Qo Oz {8% (@ = ynele y)}p(y) 2

= /g i { gz (x —y)ne(z — y)} {p(y) — p(az)} dy+

2% 0T;
o) [ S et~y o,
-/ 8i{§f< )ns(ry)}[p(y) (@)] dy+
o) [ o= ) do

onde na ultima igualdade estamos supondo 2e¢ < d(£2, 9Q). Assim,
sex € Oy = {x € Q:d(z,00Q) > 2¢}, temos

o) - 55(0)|

’/x Jl<2e 0 {817, (@ =) {1 — ez — y)] } {p(y) - p(%)} dy

2
§C/ 0°v oY
|z|<2e

(o7 «
—_— z|%dz < Ce“.
(92’1'82]' } |
8’Ui€ .
Sendo o > 0, - converge uniformemente a w;; Nnas partes com-

2
€

0z;
ox j
pactas de 2 quando € — 0. Como pelo lema anterior v;. — g—u uni-
Zj
0%u

formemente quando € — 0, segue que u € C%(Q) e = w;;.
awiaxj

A conclusdo do Lema 1.4 é falsa caso p seja somente continua,
como podemos verificar no exemplo abaixo®:

2OCf. B. Dacorogna, [13], p.127.
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EXEMPLO 1.1 Sejam Q = B, 5(0) C R*e

2 _ .2 _
o TL=T2) 1og 1411 (0 — 1 + 4log o) se 0 <[] < L.

p(z) = |z

0 sex =0,

onde 0 < a < 1. Assim, p € C(Q), mas o potencial u gerado por p
ndo é de classe C?. De fato, u se escreve na forma v = v + h em §
(Vid Exercicio 1.4), onde h € C?(£2) é harmonica e v & C?(2) é dada
por
(2% — 23)| 1og|:c\|a se0 < |z <1,
v(z) =
0 sex = 0.

Finalmente o resultado que queriamos:

Demonstragio do Teorema 1.1. Dado z € 2, vamos fixar R > 0 suficien-
temente grande tal que ! CC Bg(z). Assim, tomando Qy = Br(x),
pela equacdo (1.11) temos

— Au(z) = - A Az —y) [p(y) - p(w)] dy+

1 n

Qo j—1

Acima, utilizamos que y — A,9(x — y) [p(y) - p(x)} é uma funcéo
integravel e nula exceto em y = . "

O problema de Dirichlet classico para a equacdo de Poisson con-
siste em obter uma fungdo v € C%(Q) N C(Q) tal que

{Avp em ),

(1.12)
v=f sobred.

Como estamos supondo {2 limitado, o principio do maximo nos
garante a existéncia de, no maximo, uma solu¢do. Por outro lado,
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suponhamos que p seja Holder-continua. Seja w = v — u, onde u é
o potencial newtoniano associado a p, e v satisfaz (1.12). Assim, w
verifica

—Aw=0 em ),
(1.13)

w = f —ulgg sobre .

Em outras palavras, o problema de Poisson resume-se a encontrar
uma solugdo do problema de Dirichlet com condigdo de fronteira

f—ulaq,

ou seja,

COROLARIO 1.4.1 Se (1.6) admitir uma solugdo para toda f € C(99) e
se p for Holder-continua, entdo o problema (1.12) também possui solugio
para toda f € C(09).

A equacgdo de Poisson foi obtida originalmente por Poisson ape-
nas sob a hipétese de continuidade de p e o argumento utilizado foi
o seguinte:

Suponhamos ) homogeéneo, i.e., que p seja constante.
Utilizando uma relagdo demonstrada por Newton, con-
clui-se facilmente que o potencial gravitacional u satisfaz
a equacdo —Au = p. Caso {2 seja heterogéneo e p, ape-
nas continua, fixamos arbitrariamente um ponto = € €.
Para toda bola B.(x) suficientemente pequena, vemos
que o potencial resultante sobre 2 pode ser decomposto
em duas partes: a primeira, u;, gerada por Q\B.(z), que
é harmonica, e uma segunda, us, que é gerada por B.(x).
Em nosso caso, estamos interessados apenas em uy (pois
ja sabemos que Au; = 0). Escolhendo ¢ tdo pequeno
quanto se queira, podemos supor, com um erro despre-
zivel, que p valha p(z) em B, (z) e portanto, pelo caso an-
terior, temos —Aug(x) = p(z). Segue das equagdes cor-
respondentes para u; e uy que —Au(z) = p(x), Vo € Q.
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O erro de Poisson estd no forte apelo fisico utilizado, escondendo
as questdes genuinamente mateméticas envolvidas®V; como vere-
mos nas proximas se¢des, esse tipo de argumento seria comum até
meados do século 19.

1.4 A formula da média

Parece ter sido Gauss, num estudo sobre o potencial eletrostatico,
o primeiro a constatar que uma fungdo harmonica u, definida num
aberto ¢ R", deve satisfazer a chamada férmula da média®?:

TEOREMA 1.5 (FORMULA DA MEDIA) Suponha que u € C?(S2) satis-
faz Au = 0 em Q. Entdo,

=y
uz) = ——— udo VBgr(z) CCQ (1.14)
( ) Janil OBR(x) R( )
¢ 1
u(zx) = udo VBpg(x) CC Q. (1.15)

wn R™ Br(z)

Demonstragio. Para r > 0 suficientemente pequeno podemos definir

1 1
o(r) := ﬁ/ udo = — u(z+rz)do,. (1.16)
OnT B, (z) On JoB,(0)
Logo,
1
¢ (r) = —/ Vu(z +rz) - zdo,
On JoB;(0)
1 0
= — / —u(x +rz)do, (1.17)

On 8B1(0) ov

1
= — / Au(x +rz)dz = / Audy,
Tn JB1(0) InT" JB,(x)

@DSegundo M. Kline (op cit, p.682), Poisson reconhecera que sua demonstracao nao
era rigorosa; no entanto, no artigo original de Poisson ndo h4 referéncias a esse fato.

(@2K. E. Gauss, “Allgemeine Lehrsitze in Beziehung auf die im verkehrten Verhalt-
nisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs und AbstoSungskrafte”.
In : Werke, V, pp.191-242 [pp.221-226]. Apud G. D. Birkhoff, op cit, pp.358-361.
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onde na terceira igualdade utilizamos o Teorema do Divergente com
F = Vu. Como Au = 0, devemos ter ¢(r) constante. Por outro lado,
fazendo r — 0, temos ¢(r) — u(x) e, portanto, (1.14) se verifica.
Pela integragdo de o,,r"~'u(x) com relacdo a r entre 0 e R,

—ua: —// udadr—/ u dy,
aB BR(QJ)

de onde obtemos (1.15). "

E curioso observar que (1.14) (ou (1.15)) caracteriza completa-
mente as fun¢des harmonicas. Essa reciproca do Teorema de Gauss
foi demonstrada em 1906 por Paul Koebe (1882-1945) e por Maxime
Bocher (1867-1918) de forma totalmente independente®?; segue em
particular que toda fungdo harmoénica é de classe C*°.

TEOREMA 1.6 (BOCHER-KOEBE) Se u € L'(Q) satisfaz

1

R T

/ udo  para quase toda Br(x) CC Q, (1.18)
9BR(x)

entdou € C*(Q) e Au = 0em Q.
Demonstragio. Seja
ue(o)i= [ pule— gy Ve
Q

onde p € Cg°(R™), p > 0,suppp C B1(0) e [y, pdx = 1. Em particu-
lar, u, € C*°(Q). Dado x € §., utilizando (1.18) teremos:

ue () =/B " pe(r —y)u(y) dy

//BB w(z) do dr
- (/U pe(r)onr™™ 1dr) u(z) = </BE(O) psdy>U(z) = u(z).

(@3P. Koebe, Sitzungsber. Berliner Math. Ges. 5 (1906), 39-42; M. Bocher, Proc. Amer.
Acad. Arts Sc. 41 (1906). Apud O. D. Kellogg, op cit, p.226.
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Logo, us = u g.t.p. em Q.. Sendo € > 0 arbitrario, entdo u € C*(2)
e (1.18) se verifica para toda bola em 2.

Resta demonstrarmos que Au = 0 em . Caso Au(x) > 0 para al-
gum z € ) (o caso Au < 0 é tratado de forma anéloga), por (1.17)
terfamos ¢'(r) > 0 para todo  suficientemente pequeno, contradi-
zendo o fato de ¢ ser constante, onde ¢ é dada por (1.16) =

Vamos apresentar uma segunda demonstracdo da reciproca ao
Teorema de Gauss, que depende apenas da observacgao de que uma
fungéo continua que satisfaz a férmula do valor médio também deve
satisfazer o principio do méximo.

TEOREMA 1.7 Sew € LY(Q) satisfaz

1
u(z) = wy R™

/ udy para quase toda Br(z) CC Q,
BR(I)

entiou € C*(Q) e Au = 0em Q.

Demonstragio. Segue do Teorema da Convergéncia Dominada que a
funcao
T — udy
Br(z)

é continua para cada R > 0. Logo, u € C(Q2) e

1
u(z) = / ( )udy VBr(z) CC Q,
BR xr

wp R™

Fixada Br(z) CC , seja v a Gnica solugdo do problema de Dirichlet
em Bpg(z), com condigdo de contorno u (a existéncia de v decorre da
férmula de Poisson, que serd demonstrada no préximo capitulo; Vid
Teorema 2.5). A fungdo w := v — u satisfaz a férmula do valor médio
em Br(x) e w = 0 sobre 0Bg(z).

Seja M o méximo de w em Br(x). Vamos mostrar que M = 0. Su-
ponhamos por contradi¢do que M > 0. Como w = 0 sobre 0Bg(z),
entdo existe yo € Br(x) tal que w(yy) = M > 0. Seja

A:={y € Bg(z) :w(y) = M}.
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Por hipétese, A é ndo-vazio. Além disso, A é fechado. Observemos
que A também é aberto. De fato, dado zp € A e r > 0 pequeno tal
que B, (zp) CC Bg(x), entdo segue da férmula da média satisfeita
por w que

1

—~ / wdy < M.
WnT™ JB,(z0)

Conseqiientemente, w = M sobre B, (z), ou seja, B.(z9) C A. As-
sim, A é um subconjunto aberto, fechado e ndo-vazio de Br(z). Por
conexidade, devemos ter A = Bpr(x), o que contradiz a condi¢do
de contorno w = 0 sobre dBr(x). Assim concluimos que M = 0;
em outras palavras, w < 0 em Bpg(z). Utilizando um argumento
andlogo, w > 0 em Br(x). Logo, w = 0 em Br(x) e u = v. "

M =w(z) =

O corolério abaixo generaliza um resultado de convergéncia de
fun¢des harmonicas devido a Alex Harnack®® (1851-1888):

COROLARIO 1.7.1 Seja (ug)r>1 uma seqiiéncia de fungdes harmonicas
em Q tal que uy, — wem L'(Q). Logo, u € C*°(Q) e u é harmonica.

Demonstracio. Dados = € Q e Br(z) CC (2, temos

1
wy R Br(x)

ug(z) ug, d. (1.19)

Passando a uma subseqiiéncia se necessério, podemos supor que

ug(z) — u(xz) q.tp.

Fazendo k — oo em (1.19), concluimos que u satisfaz a férmula do
valor médio. Pelo Teorema 1.6, u € C*°(Q2) e u é harmoénica. n

@Y A. Harnack, Grundlagen der Theorie des logarithmischen Potentials, Leipzig, 1887,
p-66. Apud O. D. Kellogg, loc cit, p.248.
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1.5 O principio do maximo

O principio do maximo é uma propriedade simples mas bastante
atil no estudo do problema de Dirichlet, segundo a qual o maximo
de uma fung¢do harmonica é atingido na fronteira do dominio; mais
precisamente,

TEOREMA 1.8 (PRINCIPIO DO MAXIMO FRACO) Seja @ C R™ um a-
berto limitado. Dada v € C*(Q) N C(Q) harmonica, entio
max u = maxu. (1.20)
o0 Q
Demonstragdo. Dado ¢ > 0, definiremos u. (z) := u(z) +¢|z|?, Va € Q.
Nesse caso,
—Au,=—-Au—2ne <0 emf).

Suponhamos por contradi¢do que o maximo de u. fosse atingido
2

0
num ponto o € Q. Assim, Vu.(z9) = 0 e Wu;(l'o) <0,sel <
k
k < n, de onde segue que —Au.(z¢) > 0, um absurdo. Conseqtien-
temente,

MAax U, = MAX Us.
o) Q
Fazendo ¢ — 0, obtemos a identidade correspondente a w. "

Como primeira conseqiiéncia, temos o seguinte

COROLARIO 1.8.1 (UNICIDADE) Seja Q C R™ um aberto limitado. Dada
f € C(0R), entdo o problema de Dirichlet

Au=0 emQ,
(1.21)

u=f sobredQ,
admite, no maximo, uma solugio cldssica u € C*(Q) N C(Q).

Demonstragio. Sejam u;,us duas solugdes de (1.21). Aplicando o
principio do maximo fraco a u; — uz e a up — u;, deduzimos que
u1; = ug em €2, de onde segue o resultado. [
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Como veremos mais adiante, se 2 C R"” for um aberto limitado
suave, entdo o problema de Dirichlet sempre admite solugdo; pelo
coroldrio acima tal solugdo é tinica. Assim, a cada f € C() existe
uma tinica fungdo harmoénica uy € C%(Q)NC(Q) tal que ug = f sobre
o).

COROLARIO 1.8.2 (CONTINUIDADE) Seja 2 C R™ um aberto limitado
e suave. Entdo, o operador

So : f S C(@Q) — Uug € C(ﬁ)
é linear e continuo.

Demonstragio. A linearidade do operador Sy é ébvia. Pelo principio
do maximo fraco aplicado a u e a —ug, obtemos

min f < wug(z) < max Yz € Q.
aszf* ofz) = aﬂf

Logo,
[uollo@) = I fllc@n)

de onde segue a continuidade de 5. n

O préximo resultado fornece um refinamento do Teorema 1.8:

TEOREMA 1.9 (PRINCIPIO DO MAXIMO FORTE) Sejam Q@ C R™ um aberto
conexo limitado e u € C?(2) N C(Q) uma fungdo harmonica. Se existir
zo € Q tal que u(zo) = méx u, entdo u é constante em €.

Q

Demonstragio. Seja A := {x € Q : u(x) = M }. Assim, A é ndo-vazio
e fechado em €. Dado = € A, fixemos R > 0 tal que Bg(z) CC Q.
Logo,

1 1
M =u(x) < udy < ——Mw, R" = M.
( ) - wan Br(z) y= wan

Consequientemente, u = M sobre Br(z) e Br(z) C A. Dessa forma,
A também é aberto em (2 e, sendo este conexo, A = (2, de onde segue
o resultado. -
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Motivados pelo principio do méximo, vamos introduzir a se-
guinte

DEFINICAO (FUNGAO SUB-HARMONICA) Seja v € C(Q). Diremos
que v é sub-harmonica se para toda bola B CC 2 e para toda fungio
harmonica h € C*(B) N C(B) tivermos

v<hsobre )B = v <hemB.

Pelo principio do méximo toda fun¢do harmonica é sub-harmonica.

A seguinte propriedade decorre imediatamente da defini¢do acima
(Vid Exercicio 1.7):

PROPOSICAO 1.10 Se vy, vo sdo sub-harmonicas, entdo méx {vy, ve } tam-
bém é sub-harmonica.

Na definicdo abaixo, vamos admitir que o problema de Dirichlet
sempre tenha solugdo em bolas; isso serd demonstrado no préximo
capitulo (Vid Teorema 2.5).

DEFINIGAO (LEVANTAMENTO HARMONICO) Dadas uma fungio sub-
harmonica v € C(§2) e uma bola B CC $, seja v a fungdo harmonica em
B tal que v = v sobre B. Definimos o levantamento harmonico de v em
B como sendo a fungio V€ C(Q2) dada por

Viz) = {1_1(1‘) sex € (}\B,
v(x) sex € B.

O nome levantamento harménico dado a V' vem do seguinte

TEOREMA 1.11 V é uma fungdo sub-harmoénicaev <V em Q.

Demonstragdo. Como v é sub-harménica, v < ¥ em B; assim, temos
v <V em ). Vamos verificar que V' é sub-harmonica. De fato, sejam
B CC Q uma bola e h uma fungdo harménica em B tal que V < h
sobre dB. Caso BN B = ¢, éclaro que V < h em B pois V = v
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em B é sub-harménica. Suponhamos entéo que B N B # ¢. Como
v <V < h sobre 8B, entdo

v<h emB. (1.22)
Em particular, v < h sobre 8(3 N B) ; pelo principio do méximo,
7<h emBNB. (1.23)

Combinando (1.22) e (1.23), concluimos que V' < h e portanto V' é
sub-harmoénica. "

OBSERVACAO 1 De maneira anéloga, podemos definir fungdes super-har-
monicas. Propriedades similares sdo obtidas substituindo-se o prefixo sub
por super. A construcdo andloga ao levantamento harmoénico para fungdes
super-harmonicas serd chamada de rebaixamento harmoénico.

1.6 Exercicios

Exercicio 1.1

1. Mostre que se u é uma fungdo radial em R", entdo Au se es-

creve cComo
n—1
Au = Upp + ——Up.
r

2. Mostre que as solugdes radiais de Au = 0 em R™ \ {0} sdo
dadas por (1.3).

EXERCICIO 1.2 Demonstre (1.5).
Sugestdo: Utilize a férmula de integracdo por partes a

/ (& — y) Ap(y) dy;
R™\ Be ()

obtenha (1.5) notando que
9 00
Az —y ydo—>0e/ 39 ) oly) doy — (@),
/‘935<I> ( )81/() ! B¢ (z) aVy( ) #ly) doy = ()

quando € — 0, onde v é a normal exterior a R" \ B.(z).
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EXERCICIO 1.3 Mostre que se p € L*(f2), entdo u dada por (1.7) é
continua em R™. Verifique ainda que u é harmonica fora de €.
EXERCICIO 1.4 Verifique o Exemplo 1.1:

1. Mostre que a fun¢do v do exemplo satisfaz —Av = pem Q\{0};
v € C*(), mas v ndo é de classe C? em ().

2. Mostre que u e v satisfazem

/ Vw - Vodr = / ppdx Yo e Cg°(Q).
Q Q
Sugestdo: Cf. E. Lieb e M. Loss, [51], pp.149-150.

3. Utilizando o Lema de Weyl (Vid Lema 5.13), conclua que a
funcdo v — v é harmonica.

EXERCICIO 1.5 Sem fazer uso de fun¢des harmonicas, prove que as
propriedades (1.14) e (1.15) sdo equivalentes.

EXERCICIO 1.6 Seja w CC Q fixado. Dada uma fungao harmoénica u
em {2, mostre que

IVul| Lo () < Cllullzr (),

onde a constante C' > 0 depende apenas de w e n.
Sugestdo: Utilize a férmula da média.

EXERCICIO 1.7 Demonstre a Proposigdo 1.10.

EXERCICIO 1.8 Sejav € C(Q) tal que
1

< -
U(.’IJ) - o-anfl

/ vdy VBg(z)CcC Q.
dBR(x)

Mostre que v satisfaz o principio do maximo forte; mais precisa-
mente, se {1 é conexo e se v atinge seu maximo em {2, entdo v é cons-
tante.

Sugestdo: Seja M o méaximo de v em 2. Mostre que o conjunto

A={zeQ:v(z)=M}
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é aberto e fechado em .

EXERCICIO 1.9 Seja v € C(€). Utilizando o Exercicio 1.8, mostre
que v é sub-harmonica se, e somente se,

1
o-an—l

v(x) < / vdy VBg(z)CC Q.
OBR(CE)

Conclua que o principio do méximo forte permanece valido para
fung¢des sub-harmoénicas. Qual é o resultado andlogo para fung¢ées
super-harmonicas?

EXERCICIO 1.10 Sejam v, w € C(£).

1. Mostre que se v é sub-harmonica e v < 0 sobre 052, entdo v < 0
em ().

2. Conclua que se v é sub-harmonica, w é super-harmonica e se
v < w sobre 01, entdo v < w em §).

EXERCICIO 1.11 Seja u harmonica e positiva. Mostre que u? é sub-
harmonica se p > 1 e super-harménicase 0 < p < 1.

EXERCICIO 1.12 Dada uma funcdo v € C?(f2), mostre que v é sub-
harmonica se, e somente se, Av > 0 em ).
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Capitulo 2

Os trabalhos pioneiros

Somente no inicio do século 19 surgiriam os primeiros métodos
de resolucdo do problema de Dirichlet. Mas os trabalhos de Fou-
rier, Green e Poisson pecavam pela falta de rigor. O préprio Célculo
atravessara o século 18 sem uma defini¢do precisa dos diferenciais
de Leibniz.

Em 1807, com a publicacdo dos primeiros trabalhos de Fourier
sobre a condugdo do calor e a decomposicdo de uma fungdo em
séries trigonométricas, a situacdo se tornaria insustentdvel. Essa
data marcaria o nascimento da Analise.

2.1 O método de Fourier

O método de Fourier representa o primeiro tratamento sistema-
tico para a resolugdo de equagdes diferenciais parciais. Embora sua
aplicagdo esteja restrita a regides com simetrias, tal método teve um
papel inquestionavel no desenvolvimento da Matematica porque foi
um dos motivos que levaram os matematicos do século 19 a cons-
truir toda uma base légica que até entdo praticamente ndo existia.
Afinal, o estudo da convergéncia das séries de Fourier traria a luz

25
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um grande nimero de questdes envolvendo conceitos fundamen-
tais que ja ndo podiam mais ser desprezadas.

2.1.1 O problema de equilibrio térmico

Denotaremos por {2 uma placa infinita e homogénea de largura
7 no semiplano superior de R?, delimitada pelas retas z = — sexr=
5, € vamos supor que a superficie desta placa esteja termicamente
isolada, de maneira que ndo ocorram trocas de calor na superficie.

Nosso objetivo serd determinar sua configuracdo de equilibrio

térmico, sabendo que a temperatura sobre asretasz = —J ex = J

¢ mantida em 0, e que, sobre o segmento —3 < = < 3 do eixo z,
a temperatura é dada por uma fung¢do f que independe do tempo
(nenhuma hipétese sera feita sobre o valor de f nas extremidades
desse segmento).

Como foi visto na Segdo 1.1, Fourier observou que a temperatura
de equilibrio u sobre a placa 2 satisfaz a equacdo de Laplace Au = 0.

Vamos supor inicialmente que v possa ser escrita como o produto
de fungdes v = v(z) e w = w(y), i.e., u(z,y) = v(r)w(y). Neste caso,
apos substituicdo dessa expressdo na equacdo de Laplace, teremos

o) w'(y)

v(z)  w(y)

Ora, sendo o 1° membro fungdo somente de x, e o 2°, apenas
de y, entdo ambos devem ser constantes e iguais a p. Logo, v e w
satisfazem as equagdes

v"(z) — p(z) =0,
w”(y) + pw(y) = 0.

Por outro lado, temos v(—%5) = v(§) = 0, correspondente as
condigdes de contorno e, como estamos interessados em solugoes

ndo-triviais, devemos supor u = —A\? < 0, de onde segue que A é
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inteiro e

w(y) =e M,

cosAr seA=+1,£3,...,
v(z) =
sendxr seA=+2,+4 ....

Como ja haviamos observado, trataremos apenas das solu¢ées
limitadas (o que, do ponto de vista fisico, é bastante plausivel). Eli-
minando os valores negativos de ), teremos

e MWcoshr sed=1,3,...,
(z,y) =

e MWsen\r seA=2,4,....

Pelo Principio de Superposigdo, uma combinagéo finita das fungoes
acima continuard sendo solugdo da equagdo de Laplace, satisfazendo
as condicoes de contorno nas laterais da placa. No entanto, a condi¢ao
de contorno néo seré atendida sobre o eixo x em geral.

A idéia de Fourier foi considerar a série

oo

u(z,y) = Z {ake_(%_l)y cos (2k — 1)z + Bre ¥ sen 2kac} (2.1)
k=1

e tentar determinar os coeficientes ay, e 3;, de maneira que, paray =
0, tenhamos
(o)
s ™
Z {ozk cos (2k — 1)z + Bk sen2kx} 5 <r<3 (2.2)

k=1

Vamos admitir, ao menos por enquanto, que uma funcéo g defi-
nida num intervalo (a, b) e com boas propriedades sempre admita uma
expansdo em séries de Fourier da forma

— % + g {aj cos (b2irjaz> 4 b;sen <b27_rjax> } 2.3)
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onde os coeficientes sdo obtidos a partir das rela¢des de ortogonali-
dade entre as fungdes trigonométricas (Vid Equacéo (2.35)):

2 b 21
a; =3— /a g(x) cos (b — am) dz (2.4)

2t 27§
b, S / g(z) sen (b —Ja$> dz. (2.5)

O calculo dos coeficientes de Fourier de f diretamente sobre o
intervalo (—%, Z) ndo ird nos fornecer, em geral, uma expansao da
forma (2.2). Para tanto, devemos estender f convenientemente sobre
(=7, 7) como uma funcéo f tal que

f(z) sex € [-5, %],
f@)=q—-f(r—z) sexe(Fm),
—f(=m—x) sex¢c(-m —%).

Com essa escolha, verifica-se facilmente que a série de Fourier de f
é da forma (2.2), com

2 (2

ap == [ f(z)cos (2k — 1)z dz, (2.6)
™ J_ =
92 [%

B == () sen 2kx dx. (2.7)
T

us
2

Espera-se entdo que a solugdo do problema posto inicialmente
sobre a temperatura de equilibrio da placa seja dada pela expressao
(2.1), onde os coeficientes «y, e 8, sdo dados por (2.6) e (2.7), respec-
tivamente.

Um leitor um pouco mais desatento poderia acreditar que o nosso
problema esta encerrado, enquanto ainda mal tocamos nas questées
matematicas envolvidas. Com efeito, uma série de perguntas neces-
sitam ser respondidas:

1. Sob quais condicdes a série (2.2) converge?
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2. Quando a igualdade em (2.2) ocorre, sabendo-se que a série
converge?

3. Seré que u dada por (2.2) é de classe C? e que Au = 0 em ?
4. u satisfaz as condi¢ées de contorno do problema?

Historicamente, o caso f = 1 sobre o segmento (—%,%) é par-
ticularmente interessante pois se trata do primeiro exemplo tratado
por Fourier") na sua obra Théorie Analytique de la Chaleur. Nesse caso,

temos o seguinte

TEOREMA 2.1 Sejam Q = (—%,%) x (0, +00) e

o0 L
Z 2]{7_ "Dy cos (26 — 1)z V(x,y) € Q. (2.8)
k=1

u(z,y) :

>Hvl>

Entio, u pertence a C*(Q) N C(2\ (£%,0)) e satisfaz

Au=0 emQQ,
u=1 sobre (—3,%) x {0}, (2.9)

7
u=0 sobre {£3} x [0,+00).

A demonstragdo do Teorema 2.1 serd apresentada na Segdo 2.1.3.
Observe que os coeficientes de Fourier associados a f = 1 dados por
(2.6) e (2.7) sdo

4 (—1)k1

M= k-1

e B=0 Vk>1.

Em particular, (2.2) toma a forma

)

4 1 1 1
1=—< cosx — =—cos3x + —cosbx — =cos7x + ---
T 3 5 7

i ™
-5 <e<g. (210
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Figura 2.1: Grafico de u(z, y) dada por (2.8)

O fato de (2.10) representar uma funcdo constante como uma
série formada apenas por co-senos foi um grande golpe nas crengas
(sic) dos matematicos do inicio do século 19. Os ataques feitos a essa
expansdo em série trigonométrica foram bastante duros, principal-
mente porque, no intervalo 3 < z < 2F, seu valor muda brusca-
mente para —1. Para a época, isso era inconcebivel!

Alguns matematicos da Academia de Ciéncias de Paris, desta-
cadamente Lagrange, ndo podiam admitir que uma soma infinita
de funcdes levaria a algo que na época sequer era considerado uma
fungdo. Embora ndo existisse ainda uma definigdo precisa de func¢do
até entdo, digamos que a mais flexivel admitia por fungdo todas as
curvas capazes de ser desenhadas no papel, sem que o lapis fosse re-
tirado da folha. Lagrange, por sua vez, acreditava que uma fungao
estaria completamente determinada pelos seus valores em um in-
tervalo arbitrariamente pequeno (o que corresponderia as funcdes
analiticas). Além disso, Lagrange negava veementemente a possi-
bilidade de que toda funcdo pudesse ser escrita em série de senos e

M7. B.J. Fourier, [28], p-141 et seq.
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co-senos, como Fourier afirmara®.

Como os criticos a utilizacdo das séries de Fourier ndo conse-
guiam precisar o problema dessa representagdo, decidiram partir ao
ataque da questdo de convergéncia global da série, além da falta de
rigor no trabalho de Fourier®. Note que Fourier acreditava que todo
o problema se restringia a mostrar que a sua série era convergente
pois, pela prépria construgdo dos coeficientes, o limite deveria cor-
responder ao valor desejado®.

Correspondem a esse periodo os primeiros trabalhos na tenta-
tiva de estabelecer os conceitos de diferencial e integral em bases
mais rigorosas. Vale observar que, ao longo de todo o século 18, esse
objetivo foi insistentemente perseguido, mas os resultados ndo fo-
ram nada animadores. Além disso, como a série (2.10) ndo é absolu-
tamente convergente, teoremas de convergéncia bastante delicados
faziam-se necessarios.

No tratamento dessas questdes durante as trés primeiras décadas
do século 19 destacaram-se, direta ou indiretamente, Augustin Louis
Cauchy (1789-1857), Henrik Niels Abel (1802-1829) e Peter Gustav
Lejeune Dirichlet (1805-1859), Poisson e o préprio Fourier. O obje-
tivo estava em responder se as representacdes de fungdes por meio
das séries de Fourier estavam corretas.

Somente na década de 1820 surgiriam os primeiros resultados
favoraveis a Fourier.

@Vid nota (13).

® Aparentemente, ndo existe um consenso aqui. Segundo D. Bressoud ([6], p.219),
essa falta de rigor se refere a maneira que Fourier utilizara para obter a equagido do
calor; M. Kline (op cit, p.678), por sua vez, acredita que tais criticas eram devidas a
falta de rigor no trabalho de Fourier em geral. De qualquer forma, fica dificil saber o
quao adequadas eram as manipulac¢des formais adotadas por Fourier, para os padroes
pré-Cauchy do inicio do século 19.

@ A respeito da série (2.10), Fourier escreveu: “Il serait aisé de prouver que cette
série est toujours convergente ; ¢’est-a-dire que, en mettant au lieu de y [z] un nombre
quelconque et en poursuivant le calcul des coefficients, on approche de plus en plus
d’une valeur fixe ; en sorte que la différence de cette valeur a la somme des termes
calculés devient moindre que toute grandeur assignable. Sans nous arréter a cette
démonstration que le lecteur peut supplier, [...]”. (J. B. J. Fourier, opus cit, p.156)
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2.1.2 O argumento de Fourier

A obra de Fourier apresenta uma rara oportunidade para se com-
preender o processo de criacdio em Matematica. Embora Fourier pu-
desse ter iniciado pelas expressdes integrais dos coeficientes (2.4) e
(2.5), ele preferiu expor todo o raciocinio que o levou a tais repre-
senta¢des. Tal argumento nos fornece um interessante exemplo da
importancia das manipulagdes formais de séries na época.

Vamos tratar abaixo do segundo exemplo apresentado por Fou-
rier no seu livro Théorie Analytique de la Chaleur de 1822 (como ja
observamos, o primeiro corresponde a (2.10)).

Dada uma fungdo impar e suave f, nosso objetivo serd determi-
nar os coeficientes b, de maneira que

flz) =) besenks, 0<z<m, (2.11)
k=1

Expandindo ambos os membros da equacdo (2.11) em série de
poténcias em torno de « = 0, obtemos o seguinte sistema linear infi-
nito nas incognitas by:

f/(O) = 11b1 +21b2+31b3+41b4+~-- s

0 = 1%2by + 2%by + 32b3 +4%by + - - -,

—f1(0) = 13by 4+ 23by + 3303 + 430y + - -,
0 = 1%y + 2%y + 3%y + 4%, + - - - , (212)

fU(O) = 15b1 + 25b2 + 35b3 + 45b4 + e,

Aparentemente, ao expandir ambos os membros de (2.11) em
série de poténcias, Fourier estava a procura de algo que atestasse
a possibilidade de representagdo de f na forma (2.11). Afinal, Fou-
rier ndo estava numa posi¢do muito confortdvel, pois nada lhe ga-
rantia a viabilidade de uma decomposicdo de f em série de senos®.

®)Embora tanto Euler como Daniel Bernoulli ja tivessem se utilizado de expansdes
em séries trigonométricas, é realmente dificil saber o quanto Fourier conhecia do tra-
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E possivel que, aos olhos de Fourier, a solugao univoca do sistema
(2.12) significaria que ndo faltavam nem sobravam termos em (2.11).

A resolucdao de um sistema infinito realmente ndo é tarefa das
mais faceis, pois além de envolver laboriosos célculos, leva a questao
da prépria convergéncia de cada equagdo. No entanto, a manipula-
¢do de somas infinitas era 0 menor dos problemas para a época.

A idéia de Fourier foi partir da resolugdo de sistemas finitos®.
Para isso, ele considera apenas as n primeiras equagdes em (2.12),
supoe b,4+1 = by1o = -+ = 0, e resolve o sistema em 1 equagdes a n
incognitas. E bastante razoavel que, ao aumentar 1, tais solugdes se
aproximem dos coeficientes que devem satisfazer o sistema infinito
de partida.

As expressdes dos coeficientes by, sdo entdo obtidas na forma de
produtos infinitos e, apds varias paginas de fatigantes manipula¢des
algébricas, obtém-se a seguinte representagdo para os coeficientes
em termos de uma série envolvendo todas as derivadas de f em
z=0:

Lk 1.
Cogn= (o)
2
- E o
4 1 72 1
AT pE o
76 1 7t 1 72 1 vii
+{! T kﬁ}f ©
+..

Agrupando os termos de uma mesma coluna, vemos que a j-
ésima coluna corresponde a série de Taylor da 2(j — 1)-ésima deri-

balho de seus antecessores nessa drea. Num artigo de 1825, ele escreve que Lacroix o
informara sobre tais trabalhos, mas ndo se refere quando isso ocorrera. Cf. M. Kline,
opus cit, p.676.

©)Este recurso foi utilizado por Fredholm, na forma de determinantes infinitos,
para a resolugdo de equagdes integrais, e foi neste contexto que ele formulou a Al-
ternativa de Fredholm. Cf. E. I. Fredholm, [29].
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1
vadade 20— f avaliada em x = 7w. Com base nessas observacoes,
obtemos uma expressao um pouco mais simples para by:

p_1 kT

— 1 i 1 v 1 v
(~DF by = f(m) = o ) ) = )
de onde vem a seguinte representacdo de f em série de Fourier:

oo

T 1 .
310 =3 { 1) - i+

k=1
_1)k—1
+ %f"“(w) - %f”(w) +--- }(1; senkx. (2.13)

No caso da fungdo f(x) = e* —e™*, Fourier obtém explicitamente

1 k—1

oo
P Z T senka. (2.14)
k=1 k
A primeira vista, nao hd nenhum problema com a expressao (2.14).
A fungdo f sendo analitica, todas as etapas acima poderiam ser jus-
tificadas. No entanto, pelo calculo direto do coeficiente de sen z em
(2.13), constatamos que Fourier utiliza-se da “identidade”

1
1—141—-14-..==
+ + 5
obtida a partir da série geométrica
1
1—t+t? =t 4 = — 2.15
* * 1+t (215

calculadaemt = 1.

Aqui encontramos um dos mais basicos exemplos de utilizagdo
das chamadas séries divergentes, que se disseminaram durante o
século 18 e que consistia em utilizar uma identidade fora do seu in-
tervalo de convergéncia (como em (2.15) para ¢t = 1). Jd no século 18,
a manipula¢do formal de somas infinitas hd muito ultrapassara a ca-
pacidade de justificd-la. Como observa M. Kline!”, os matematicos

(Cf. M. Kline, [42], pp.151-152.
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comegaram a confiar nos simbolos mais do que na prépria légica,
sustentando-se em argumentos metafisicos para explicar seus pro-
cedimentos.

Como apenas a geometria possuia uma estrutura légica consis-
tente, isso gragas aos Elementos, de Euclides, as demais 4reas da Ma-
temadtica viviam num constante conflito sobre o que estaria correto
ou ndo, de forma que essas discussdes deslocavam-se rapidamente
para questdes de ordem filoséfica ou até mesmo religiosa®, mas que
no fundo era apenas uma forma de sustentar uma opinido pessoal
sobre o assunto.

Sobre as questdes envolvendo as séries divergentes, simplesmen-
te ndo havia um consenso. Enquanto Euler as defendia ardorosa-
mente contra qualquer objecdo, d’Alembert ndo as via com bons
olhos®. De qualquer maneira, suas razdes ndo estavam estabeleci-

® A interferéncia de questdes religiosas na Matemética constitui um capitulo a
parte nessa histéria. A presenca de Deus foi muito marcante no estabelecimento
de equagdes matemdticas que modelassem os fendmenos fisicos do universo. Na
verdade, até os séculos 16 e 17, a existéncia de Deus ja era motivo para que um mo-
delo matematico simples, descrevendo um determinado fendmeno natural, estivesse
correto, pois essa simplicidade refletia a perfeicdo da obra de seu Criador. Quando
Newton publica sua obra Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, os modelos ma-
tematicos propostos foram considerados corretos ainda com base nesses principios
teolégicos, muito embora, logo em seguida, tenham se sustentado na comprovagio
experimental de suas conseqiiéncias. No caso da trajetéria dos corpos celestes, a Lei
da Gravitacdo Universal garante a estabilidade do sistema formado por dois corpos.
No entanto, haveria uma instabilidade no Sistema Solar devido a perturbagéo entre os
planetas. Newton argumenta que Deus se encarregava constantemente de corrigir as
oOrbitas, e a estabilidade estaria garantida. Aqui ja observamos como Deus é colocado
num papel secunddrio, de mero coadjuvante. Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
chama entdo a obra de Newton de anti-crista, pois as equagdes ai contidas mode-
lam de forma tdo completa os fendmenos do Universo, que a existéncia de Deus era
na verdade desnecesséria. E assim, ao entrar no século 18, os mesmos modelos ma-
tematicos que haviam se sustentado na existéncia de Deus passaram a negéa-la. Esse
fato teve implicagdes profundas em toda a Ciéncia, que, por essa visdo mecanicista
do mundo, colocava uma Matemadtica ainda débil do ponto de vista 16gico, como o
grande Norte do século 18. A Idade da Razio estaria apenas comegando...

O “Pour moi, j’avoue que tous les raisonnements et les calculs fondés sur des séries
qui ne sont pas convergentes ou qu’on peut supposer ne pas 1'étre, me paraitront
toujours tres suspects”. (J. R. d’Alembert, Opusc. Mathem., v.5, 1768, p.35; Mémoire,
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das em qualquer principio l6gico mas, tdo-somente, na conveniéncia.

Mesmo quando se inicia o processo de rigorizagdo do Célculo,
as séries divergentes jd estavam tdo enraizadas que Cauchy lamenta
nao conseguir estabelecer uma base légica para elas!?). Esse tipo de
observacdo ndo escapa a Abel, que considera vergonhoso alguém
ainda tentar formalizar o uso de tais séries!V).

Retomando a expansdo de f dada por (2.13), devemos procurar
uma forma mais tratdvel para os coeficientes. Para isso, definimos

1 (%3 1 v 1 v
$1(2) = () = 2 (@) + V(@) = o )
e, pela derivagdo formal de s, obtemos a seguinte equac&o:

1 d?s

Sk + k2 dx?

~f. (2.16)

Portanto, s;, pode ser escrita na forma
sp(z) = acoskx + bsenkx + k/ f(t)senk(z —t)dt, (2.17)
0

onde a e b sdo constantes (Vid Exercicio 2.4).
Como s;(0) = 0, devemos ter a = 0. Assim, tomando z = ,
obtemos

sp(m) = (—1)’“_11@‘/07T f(t)senktdt

e, conseqiientemente, os coeficientes b, da série de Fourier de f sdo
dados por

2 s
by = f/ f(x)senkx dx.
m™Jo

p-183. Apud K. Knopp, [43], p.458.)

(19)“Te me suis vu forcé d’admettre plusieurs propositions qui paraitront peut-étre un
peu dures, par exemple qu'une série divergente n’a pas de somme”. (A. L. Cauchy,
prefacio a Analyse Algébrique. Apud K. Knopp, opus cit, p.459.)

(ID“Les séries divergentes sont, en général, quelque chose de bien fatal, et c’est une
honte qu’on ose y fonder aucune démonstration”. (Abel em carta a Michael Berndt
Holmbde, 16 de janeiro de 1826. Apud K. Knopp, loc cit.)
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Impressiona o fato de se obter o resultado correto apds tantos
argumentos nada precisos!!?

Sobre a série (2.11), Fourier observa que embora tais coeficientes
tenham sido obtidos para fung¢des de classe C'*°, tal representacdo
permanece valida para fungdes descontinuas e totalmente arbitra-
rias. E realmente dificil saber qual a extensdo que o comentdrio
de Fourier assume, mas essa pretensa generalidade ndo deixa de ser
curiosa. Para Euler, por exemplo, uma fun¢do descontinua era uma
curva tracada continuamente, mas com eventuais descontinuidades
na derivada. Ao que parece, Fourier tinha em mente as fungdes sec-
cionalmente continuas.

Uma vez convencido (sic) da validade da expansédo (2.11), Fou-
rier passa ao cdlculo direto dos coeficientes da série por meio das
relacdes de ortogonalidade das fungdes trigonomeétricas...

2.1.3 Demonstracdo do Teorema 2.1

Somente em 1821, com a publicacdo das Legons sur le calcul in-
finitésimal por Cauchy, as bases rigorosas da Andlise comegariam a
ser langadas.

Entre 1807, quando Fourier submete seu primeiro trabalho sobre
a utilizacdo de séries trigonométricas, e 1822, quando é publicada a
Théorie Analytique de la Chaleur, ndo havia ainda muitos progressos
no estudo da convergéncia das séries de Fourier, muito embora Fou-
rier se esforcasse em divulgar a utilidade de suas séries no estudo da
condugéo do calor.

Poisson apresenta em 1820 uma demonstragdo para a convergén-
cia das séries de Fourier que estaria correta, ndo fosse pelo detalhe
de Poisson ter assumido em determinado ponto de seu artigo que

(12Um outro exemplo surpreendente desse tipo de fendmeno esté na obtencéo ori-
ginal da férmula de Stirling por Abraham de Moivre (1667-1754) e James Stirling
(1692-1770), publicada em 1730. Cf. D. Bressoud, [6], pp.294-303 e 122-123.

(13)“On peut étendre les mémes conséquences a des fonctions quelconques, méme a
celles qui seraient discontinues et entierement arbitraires”. (J. B. J. Fourier, opus cit,
p-207)
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tais séries convergiriam! Fourier também procurou apresentar uma
demonstragdo para esse resultado. Embora ndo tivesse sucesso, foi
capaz de mostrar qual a dire¢do que deveria ser seguida.

Em 1826, Cauchy tratou do problema de convergéncia, publi-
cando o que acreditava ser uma solu¢do. Porém havia falhas em seu
tratamento. Dentre elas, ele assumiu que, dadas duas seqtiéncias
(ar)r>1 € (br)r>1, tais que ), ai converge e |ap — by| — 0, entdo
>, br também deveria convergir. Dirichlet, no entanto, observou

ue, tomando a;, = (D" eb, = (G 1+ Gl as hipoéteses sao
que, k — Vk k — NG VE )’ P

atendidas, mas ), b, evidentemente nao Converge(14>.

Finalmente, em 1829, Dirichlet publica uma primeira demonstra-
¢do satisfatéria para a convergéncia das séries de Fourier, e que teve
uma versdo mais detalhada em 1837(1%. O teorema era essencial-
mente o seguinte(®):

TEOREMA 2.2 (DIRICHLET) Seja f : ( — m,m) — R uma fungio limita-
da, seccionalmente continua e seccionalmente monétona em (—m, 7). Logo,

w i;+§(akcoskx+bksenkx> Vi € (~m,7),

k=1

onde ay, e by, sdo os coeficientes de Fourier de f:

1 us

ap = — f(x) cos kx dx, (2.18)
™ — T
1 ™

by = — f(x)senkx dx. (2.19)
T

—T

Uma fungéo f : (—m,m) — R é seccionalmente continua se exis-
tem pontos

—T=c<c<...<C¢ =T

(9P, G. L. Dirichlet, [17].
(5P, G. L. Dirichlet, [18].
(6)Cf. D. Bressoud, op cit, pp.220-234; D. G. de Figueiredo, [24].
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AR

S
g

Figura 2.2: Somas parciais dos n primeiros termos de (2.10), para
n=25,15e60

tais que f é continua em cada intervalo aberto (c;, ¢;1+1) e 0s limites
laterais

flei) = lim f(z) e fle;) = lim f(z)

zlc;
existem para todo i; f é seccionalmente monédtona se f é crescente
ou decrescente em cada intervalo (¢;, ¢;+1).

Demonstragio do Teorema 2.1. Pela aplicagdo do Teorema 2.2 a

_J1 sexe[-3, 5]
f(m)_{1 sex € (—m, —2) U (%, m),

concluimos a validade da representacdo

4 K (—1)k1 ™ i
1= ;;Wcos@k—l)% 5 <T<g
Denotando por (2. a parte da placa {2 acima da reta y = ¢, segue
de uma verificagdo imediata que u e todas as séries obtidas por de-
rivagdes formais sucessivas de u convergem uniformemente em €2;
portanto, u € C*°().), para todo € > 0. Em particular, Au = 0 em (2

e as condicoes de contorno laterais da placa sdo atendidas.
Resta verificar a continuidade de » numa vizinhanca do segmento

(=%, %) sobre o eixo x. Para isso precisaremos do seguinte resultado
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demonstrado por Abel em 1826 num estudo sobre a convergéncia da
série de Taylor!”):

LEMA 2.3 (ABEL) Sejam (cx)r>1 € (vx)r>1 duas seqiiéncias em R. Su-
ponha que
cp>cp>c3>...20

e que exista uma constante M > 0 satisfazendo

ZWgM’WZL

Logo,

n
chvk <cM VYn>1.
k=1

Demonstragio. Definindo sy, := >_;'_; vy, teremos
U1 = 81, V2 = S2 — 81, V3= S3— S2,

Portanto,

n

> crve = crsy+ca(sy — s1) -+ cnlsn — Sno1)
k=1

=(c1 —ca)s1+ (c2—c3)s2+ -+ (Cne1 — Cn)Sn—1 + CnSn.

Como ¢, e 0s termos entre paréntesis sdo positivos, o resultado se-
gue imediatamente da estimativa uniforme para |sy|. "

Vamos aplicar o lema acima com

L —er-1y

cx(y) : e e vp(x) = (=1)" L cos (2k — 1)

T ok—1
Como (Vid Exercicio 2.1)

n

Z vg(x)| < sec (g — x) sem <n, (2.20)

k=m

(7H. N. Abel, CEuvres, 1, pp.219-250. Apud G. D. Birkhoff, op cit, pp.68-70.
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tais somas permanecem uniformemente limitadas sobre o intervalo
(=2 +6,Z —6). Seja 2 os pontos da placa Q2 a uma distancia § de

s

.. =0 ~
suas laterais, i.e.,, das retas z = —F ex = 7. Se (z,y) € {, entdo
pelo Lema 2.3 temos

En ( 1)k ! —(2k—1)y 1 T
[ S— — P - —
ok 1 (§] COs (2]{7 1)1’ om 1 sec (2 6)

k=m

se m < n. Dessa forma, a série em (2.8) converge uniformemente em

ﬁé, para todo ¢ > 0. Em particular, u(z,y) — 1 quando z — z¢ €
(_%7 %) ey — 0. u

O leitor interessado encontrara outros resultados sobre as séries
de Fourier na bibliografia sobre o assunto(!®.

2.2 A funcao de Green

Em 1828, Green publicou um pequeno livro entitulado An Essay
on the Application of Mathematical Analysis to the Theory of Electricity
and Magnetism, no qual apresentou suas trés identidades, obtidas
a partir do Teorema do Divergente, e construiu a fun¢do de Green
para regides limitadas. Seu objetivo era estudar a relagdo entre a
densidade superficial de cargas sobre 0f2 e o potencial eletrostatico
resultante.

Nesse livro, Green apresenta uma suposta demonstracdo de exis-
téncia de solugdes do problema de Dirichlet para a equagdo de La-
place. No entanto, em vista do isolamento que a Matematica inglesa
ja vinha enfrentando havia mais de um século (por conta das dife-
rentes posturas adotadas no desenvolvimento de conceitos funda-
mentais do Calculo'”), esse trabalho de Green permaneceria incé-

(I8)Cf. G. D. Birkhoff, op cit; D. G. de Figueiredo, [24]; M. Kline, op cit.

(19)Enquanto na Inglaterra buscava-se construir um Célculo baseado nas idéias
geométricas e fisicas de Newton, apelando para velocidades instantaneas, na parte
continental da Europa desenvolviam-se os diferenciais, i.e., as quantidades infinita-
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gnito & Europa continental por um longo tempo®?.

2.2.1 Construgdo da func¢iao de Green

Dado 2 C R" aberto limitado e suave, o seguinte teorema se
verifica (Vid Exercicio 2.5):

TEOREMA 2.4 (IDENTIDADES DE GREEN) Se u,v € C?(Q), entdo

/Q (Vo Vu+ vAu) do = /asz v% do, (2.21)
/Q (uAv — vAu) dx = ./89 (vgqj — uZZ) do (2.22)

we) = [ (9= 030 - Sty 2yulw)) oy

— | Iy —2)Au(y)dy Vre . (2.23)
Q

A segunda identidade de Green foi obtida independentemente,
também em 1828, pelo matematico russo Mikhail Vassilievich Ostro-
gradski®? (1801-1861).

A terceira identidade de Green merece uma atencéo especial por
fornecer uma representacdo para u em termos de integrais. Fisica-
mente, (2.23) significa que toda funcdo suave u pode ser expressa
como a combinagdo de trés potenciais, a saber:

mente pequenas de Leibniz. Embora nenhuma dessas vertentes conseguisse estabele-
cer uma base légica para seus conceitos, o uso dos diferenciais era bem mais flexivel,
levando a todo um aparato de manipulagdes algébricas formais que seriam larga-
mente utilizadas no século 18.

9 ficou praticamente esquecido até que Sir William Thompson (1824-1907), fu-
turo Lorde Kelvin, intercedesse para que fosse publicado no Journal fiir die Reine und
Angewandte Mathematik. Cf. G. Green, ]. Reine Angew. Math. 39 (1850), 73-79; 44 (1852),
356-374; 47 (1854), 161-221. Apud M. Kline, op cit, p.683.

@DM. V. Ostrogradski, Mém. Akad. Sci. St. Peters. (6) 1 (1831), 39-53. Apud M. Kline,
loc cit.
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o ui(x) = /BQ Iy — x)%(y) do,, correspondendo ao potencial

eletrostatico gerado por uma distribuigdo superficial de cargas
sobre 0f)2 com densidade % ;
oY .
o us(xr) = — a—(y — z)u(y) doy, o potencial de camada du-
Q Oy
pla de densidade u sobre 0€);

o uz(z)=— / Iy — x)Au(y) dy, o potencial elétrico gerado por

Q
uma distribui¢do volumétrica de cargas, com densidade —Au
em ().

A funcdo de Green visa obter uma representagdo integral da so-
lugdo do problema de Dirichlet

Au=0 em{,
{ (2.24)

u=f sobre 0,

em termos apenas de f.

Antes de introduzir a fun¢do de Green, vamos apresentar a moti-
vacdo baseada no Teorema 2.4. Dado z € (), seja ¢, seja uma fungdo
harmoénica em ) a ser determinada. Pela segunda identidade de
Green, aplicada com v := ¢,

0= [ (0500 - w52 ) doy [ ont)suto) s

Subtraindo essa expressdo de (2.23), temos

uw) = [ { [y~ ) — 6. )] 20+

- |Ghw-0- 5= u<y>} doyt @D

,/Q{ﬂ(y—x)fgbm(y)}Au(y)dy Vo € Q.
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Nosso interesse é de eliminar o termo 2% dessa representagéo
integral. Para isso, devemos escolher ¢, harmonica tal que ¢, (y) =
Iy — x), Vy € 9Q. Com base nestas observag¢des, definimos:

DEFINICAO (FUNCAO DE GREEN) A fungio de Green associada ao pro-
blema de Dirichlet para a equacio de Laplace em $) serd dada por

G(z,y) =09y —x) — ¢.(y) Vz€Q, VyeQ,

onde O é a solugdo fundamental de —A em R"™ e ¢, (y), a parte reqular da
fungdo de Green, satisfaz para cada x € Q o problema de Dirichlet

{ Aypy =0 em €,

¢:(y) =y —x) sobre ON). (2.26)

OBSERVACAO 2 Pelo principio do maximo, é fcil verificar que
G(z,y) > 0.

Além disso, pode ser demonstrado utilizando a segunda identidade de Green
que G é simétrica, i.e.,, G(z,y) = G(y, =), a despeito da defini¢do totalmente
assimétrica da parte regular da funcdo de Green (Vid Exercicio 2.6).

Utilizando a fun(;éo de Green, podemos reescrever (2.25) como

Ju(y)doy, — [ G(z,y)Au(y)dy Vz e Q.
a0 a’/y Q
Em particular, se u for harmoénica em 2, entdo teremos a seguinte
representagdo integral para u:

- 81/y Ju(y)do, Yz e, (2.27)
a qual depende apenas dos valores de u sobre 0f2.

Em vista de (2.27), a resolu¢do do problema de Dirichlet reduz-se
a determinacéo da func¢do de Green associada a 2. No entanto, isso
significa encontrar sua parte regular satisfazendo (2.26). A férmula
(2.27) foi obtida de maneira formal; de fato, duas questdes basicas
precisam ser respondidas:
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1. A funcdo ¢, existe para todo z € Q2?

2. Qual é a regularidade da fun¢do de Green G?

A obtengdo explicita da fungdo de Green pode ser feita apenas
para dominios extremamente particulares, como por exemplo o semi-
espago ou a bola em R". Como aplicagdo das técnicas ilustradas
aqui, na préxima secdo iremos demonstrar a existéncia de solucdes
para o problema de Dirichlet sobre Br(0). Em seguida, trataremos
da existéncia da fun¢do de Green para regides mais gerais, como
uma bela aplicagdo do Teorema de Hahn-Banach.

Por outro lado, o fato de a parte regular da funcdo de Green nao
ser necessariamente de classe C'! passou despercebido até o final
do século 19. Em 1890, por exemplo, Poincaré ainda ndo parecia
se deter muito nessa questdo de regularidade, pois ao resolver um
caso particular do problema de Dirichlet (sobre a existéncia de um
potencial condutor para (2), ele observa que o caso geral poderia ser
obtido por meio da fungdo de Green®?.

Tal problema somente seria resolvido por Alexander Liapounoff®)
(1857-1918) em 1898, garantindo a possibilidade de extensdo continua
das derivadas de ¢, sobre (2, desde que (2 seja suficientemente regu-
lar@®.

Note que para abertos {2 C R" arbitrérios, a funcdo ¢, pode ndo
pertencer a C*(Q) como podemos observar no exemplo seguinte®:

EXEMPLO 2.1 Consideremos a regido em forma de L dada por {2 :=
(—1,1)\[0,1)? (Vid Figura 2.3). Parametrizando-a em coordenadas
polares, segue que a fungdo u(r,¢) = 73 sen (22-") é harménica
em () e continua em (2; além disso, u|s é suave. Como veremos no
Capitulo 4, o problema de Dirichlet sempre ird admitir solu¢do em

2; no entanto, u ¢ C*(9). n

(22)“C’est un cas particulier du probléme de Dirichlet, mais on connait un moyen
(par les fonctions de Green) de ramener le cas général a ce cas particulier”. (H. Poin-
caré, [57], p.29)

@)t A. Liapounoff, [50].

@4Cf. G. B. Folland, [25], pp.263-265.

(5)Cf. W. Hackbusch, [35], pp.13-14.
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Ty

Figura 2.3: O dominio €2 do Exemplo 2.1

2.2.2 A férmula de Poisson

Nosso objetivo sera obter uma férmula explicita para as solugoes
do problema de Dirichlet sobre Br(0) C R", partindo da construgéo
da fun¢do de Green associada a Br(0). Nesse caso particular, se-
remos capazes de verificar diretamente que a expressdo (2.27) real-
mente resolve nosso problema no sentido cldssico, para toda f €
C(0Br(0)).

Nessa segdo, vamos demonstrar o seguinte

TEOREMA 2.5 (FORMULA DE POISSON) Para toda f € C(0Br(0)), a
solugio do problema de Dirichlet
Au =0 em Bg(0),
{ u=f sobre 0Bg(0),
é dada por

RQ—IwQ/ fy)
u(z) = ——1 2 do, Va e Br(0). (2.28)
( ) onR OB r(0) |y 7I|" Y R( )

A férmula de Poisson foi obtida por Poisson em 1820%9. Além
de garantir a existéncia do problema de Dirichlet em By (0) por meio

20)s. D. Poisson, [62].
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de uma férmula explicita, essa expressdo permite obter estimativas
de crescimento de fun¢des harmonicas por meio da desigualdade de
Harnack®:

PROPOSICAO 2.6 (DESIGUALDADE DE HARNACK) Seja u uma fungio
harmonica e nido-negativa em Br(0). Logo,

n—2 R— |I| < Rn72 R+ |:E|

——— 7 uw0) Su(z) < ———u(0),
(R + |z) (R —|a|)

para todo x € Bg(0). Em particular,

sup u(z) <C, inf wu(x).

zEB R (0) *€B g (0)
2

Demonstragio. A proposigdo segue da estimativa donticleo da férmula
de Poisson a partir da desigualdade triangular

R—lz[<|y—2| <R+ x| Voe Bgr(0) Vye dBg(0),

e do valor de u calculado em x = 0, utilizando a férmula de Pois-

son®):
1
u(0) = 7/ udo.
on " Jopg o)

Para a obtengdo da parte regular da funcdo de Green associada
a Br(0), utilizaremos um principio de reflexdo de cargas eletrostati-
cas: dada uma carga pontual numa regido (2, devemos determinar a
posi¢do de outra carga, no exterior de (2, gerando o mesmo potencial
sobre 0N2. Esse potencial serd a funcdo procurada.

DEFINICAO Dado x € R", x # 0, vamos definir a reflexio de x com
respeito a OBgr(0) como sendo o ponto x', na direciio positiva de x, tal

@7 A. Harnack, Grundlagen der Theorie des logarithmischen Potentials, Leipzig, 1887,
p-62. Apud O. D. Kellogg, op cit, p.262.
(?®Egsa ¢ a férmula da média que foi vista na Segao 1.4.

Versdo - 17 de agosto de 2009



48 [CAP. 2: OS TRABALHOS PIONEIROS

. R
que |z||2'| = R?; matematicamente, podemos escrever ' := ——x. Em
X

particular, (z' )’ =z.

O ponto 2’ possui uma propriedade geométrica bastante elemen-
tar, mas que serd de grande utilidade:

PROPOSICAO 2.7 Sex ¢ OBR(0) e x # 0, entdo

ly—x _ |2
= — Vy € IBg(0).
v—| R y € 0BR(0)

Por outro lado, se y & Br(0), entdo

=2l S 12l v e ), o 0,
ly—a'| = R
-zl _ |a|

<=V Bgr(0).
ywi = TFEO

Demonstragido. A demonstracdo desses fatos é elementar e segue da
expressao

ly—=*> _ y*—20y,2) + 2?2 |y - 2(y, ) + J2f
- 2 4 T 2 N
y—2'? |yl - 285y 0) + Er B Wlje2 - o(y,x) + R?

Sey € 0Bg(0), entdo obtemos a primeira identidade. As outras duas
relagdes sdo conseqiiéncia direta de

(1 +12) = (o 12 = (- ) (- 210,

Com base na proposigdo acima e na dependéncia radial da solugdo
fundamental ¥, concluimos que

ﬁ(y—x)zﬁ((y—x’)) Vy € BRr(0), Vz € Bg(0), z # 0.
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Além disso, como 2’ ¢ Br(0), se z € Bgr(0), entdo a parte regular da
func¢do de Green devera ser dada por (Vid Exercicio 2.10)

9 (|]3;| (y — x’)) se z € Bgr(0), x # 0,

I (y) sex = 0.

Pa(y) = (2.29)

Demonstragdo do Teorema 2.5. Utilizando a expressdo de 22 e a pro-
posicdo anterior, obtemos

oG RZ— |z 1
il = — . 2.
vy () onR |y—z|” (2.30)

Por verifica¢do direta (ou utilizando a simetria da funcdo de Green),
conclui-se que u é harmoénica em Bg(0), de forma que o ponto deli-
cado da demonstragdo estd na constatagdo de que v assume o valor
de contorno desejado, em outras palavras, resta-nos demonstrar que

lim w(z) = f(xg) Vo € dBg(0).

Para isso, utilizaremos o lema seguinte, o qual é conseqiiéncia ime-
diata da identidade (2.27) aplicada a u = 1:

LEMA 2.8

R? — |z|? / 1
Rl do, =1 Yz € Bg(0).
onR  Jogno) ly—z*

Pela continuidade de f, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que |y — x| <
0 implica |f(y) — f(zo)] < €. Com essa notagdo e pelo Lema 2.8,
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podemos escrever
u(z) — f(wo) =

R? — |22 )
- T}'ﬁ /BB o ly—a" [f(y) = f(xo)] doy,

R? — |z)? / 1
=—0 —— | f(y) — f(z0)| doy +
on R 9BRr(0)NBs(x0) |y—x\"[ @) (w0)] doy

1
" /933(0)\35@0) —ap @)~ (o] de}
= A+B.

Seja £ > 0 tal que
d(y, Bg/g((ﬁ(])) >/ Vy S aBR(O)\Bg({L'())

Logo, se x € Bj/5(x0), entdo segue da continuidade de f e do Lema 2.8
que

R? — |af? d
4] < B2l / T,
o Jopro) Iy — 7
R? — |x|? o1 1
L e I
2 mRn—Z
— Hf”Len <R2—|$‘2> -0,

quando x — xy. Conseqiientemente,

limsup|u(z) — f(zo)| <& Ve >0,
.’L'gB]fé)O)
ou seja,
lim wu(z) = f(xo) Vzo € 0Br(0)

r=>To

xEBR(O)

Portanto, a fungdo u dada por (2.28) satisfaz o problema de Dirichlet
para a equacdo de Laplace, com condigdo de contorno f. "
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2.2.3 Sobre a existéncia da fun¢dao de Green

O fato de a funcdo de Green nédo ter sido explorada de forma
mais sistematica durante o século 19 se deve em grande parte, como
ja observamos, ao desconhecimento do trabalho de Green na Europa
continental. De qualquer forma, a resolu¢do do problema particular

Aype =0 em (2,
¢ (y) = 9(y — ) sobre 9Q,

ndo simplificava muito a questdo original.

Nesta se¢do, apresentaremos uma demonstracdo da existéncia da
fungédo de Green para abertos limitados de R" satisfazendo a propri-
edade da esfera interior e exterior:

DEFINICAO Q C R" satisfaz a condigdo da esfera interior e exterior se
existir v > 0 tal que, para todo yy € O, existam y; € Qey, € R"\ Q
satisfazendo as segquintes condigdes:

B,(y1) CQ, 0B,(y1) N0 =A{yo}, (esferainterior) (2.31)
By(y2) CR"\ Q, 0B,.(y2) NN = {yo}. [(esfera exterior) (2.32)

OBSERVACAO 3 Para cada yo, como B, (y1) e B,(y2) ndo se interceptam,
o plano tangente a 92 em yo estd bem definido; em particular, os pontos
Y1 € y2 estdo unicamente determinados para todo r > 0 suficientemente
pequeno.

Nosso objetivo é demonstrar o seguinte®”

TEOREMA 2.9 (POINCARE) Suponha que @ C R™ satisfaca a condigdo
da esfera interior e exterior. Entdo, existe a fungdo de Green G associada a
Q.

A demonstragdo que apresentaremos aqui utiliza o Teorema de
Hahn-Banach®? e é devida a Peter D. Lax®V.
(®)H. Poincaré, [57].

(03, Banach, [3].
GDP. D. Lax, [45].
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Demonstragdo. Seja B o subespago vetorial de C'(952) formado pelas
fungdes f para as quais o problema de Dirichlet admite solugéo clés-
sica, a qual denotaremos por uy. Pelo principio do maximo, para
cada z € , a aplicacdo

L,: B — R
fo— ()

é um operador linear continuo. Além disso, L, é mondétona cres-
cente, i.e., fi < fo implica L,(f1) < L;(f2) ou, equivalentemente,
f <0implica L,(f) <0.
Vamos dividir a demonstragdo do Teorema 2.9 em duas etapas:
12 etapa. Existe uma extensdo linear continua de L, em C(9Q) que é
monotona crescente.

Para isso, vamos utilizar a forma analitica do Teorema de Hahn-
Banach®?:

TEOREMA 2.10 (HAHN-BANACH) Sejam E um espago vetorial normado
e p : E — R uma fungdo subaditiva e homogénea positiva, ou seja,

p(xy +z2) < p(x1) + p(X2) VEi,z2 €E,
p(Ax) = Ap(x) Ve eE, X>0.

Dados F C E um subespago vetorial e um funcional linear T : F' — R tal
que T(x) < p(x), Vo € F, entio existe uma extensdo linear T de T em E
tal que T(x) < p(z), Vz € E.

Para cada z € (2, vamos aplicar o Teorema 2.10 com a funcdo
P+ C(0Q) — R definida por
" = inf L,(f).
px(9) = inf La(f)
reB
Vamos mostrar que a fung¢éo p, estd bem definida. De fato, toda
funcdo g € C(99) é limitada e para todo y € 99, g(y) < supg.
a0

©ACY. H. Brezis, [7], pp.1-3.
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Como o problema de Dirichlet tem solugdo para a fungdo constante
x € 0§ — sup g, ela pertence a classe B e assim o infimo na defini¢do
aQ

de p, é calculado numa classe ndo vazia. Além disso,

pz(g) < supyg.
o0

Por outro lado, como para todo y € 09, g(y) > iangg g, se f €

C(09) é uma fungdo tal que f > ge f € B, entdo para todo y €
o, f(y) > lal}zf g e segue do principio do méximo que a solucdo do
problema de Dirichlet com dado de fronteira f é superior a gg g.
Em particular, L,(f) > iang g. Conseqlientemente, como a fungédo f é
arbitréria,

> infg.

pz(9) 2 infg

Isso mostra que p;(g) é um ntimero real.
Segue imediatamente da definigdo que p, é homogénea positiva
e L,(f) = po(f), Vf € B. Para verificar a subaditividade de p,,

tomemos g1, g2 € C(99). Dado € > 0, sejam f1, fo € C(90) tais que
parai € {1,2},

fi>gi, fieB e pg(g:)>Ls(fi)—e.

Ora,
fitfo>gi+g e fi+freB.

Assim, pela defini¢do de p, (g1 + g2),

po(91 +92) < Lo(f1 + f2) = Lo(f1) + La(f2)
< px(g1) + px(g2) + 2e.

Como € > 0 é arbitrario, concluimos que

P (91 + 92) < p2(91) + P2(g2)-

Logo, p, é subaditiva.
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Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe um funcional linear L, :
C(09) — R que estende L, e tal que

L.(g9) <pz(g) Vg€ C(09Q).

Em particular, L., ¢ mondétona crescente, pois g < 0 implica L, (9) >

Dz (g) <0. ~
Resta mostrar que o functional L, é continuo. Ora, para toda
g € C(09), vimos que p;(g) < sup g. Assim,
a0

L.(g9) < p2(g) <supyg.
o0

Aplicando esta estimativa a —g, pela linearidade do funcional L,
obtemos

L < i f .
x (9 ) > 1511_ g
Conseqiientemente,

infg <L <
infg < z(g)fsauggg,

de onde temos
|Le(9)] < llgllco)-
Assim o functional L, (g) é continuo.

22 etapa. Dado z € €, seja
$a(y) == La(¥y) Yy €R™\0Q,

onde ¥, (z) := V¥(y—=z), Vz € R™. Entdo, ¢, se estende continuamente
como uma fungdo em R".

Dado y ¢ 09, a aplicagdo ¥, : z — ¥(z — y) pertence a C(912).
Logo, ¢, estd bem definida sobre R" \ 9. Ainda, se y ¢ (2, entdo
Y, € B, de onde segue que

¢2(y) = La(0y) =9y —x) Yy Q. (2.33)

Sejay € Q, com h := d(y,9Q) < r, onde r > 0 satisfaz a condi¢do da
esfera exterior e interior. Observe que existe um tinico ponto yy que
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minimiza a distdncia entre y e 9. De fato, By (y) e B,-(y1) devem
estar no mesmo subespaco afim determinado pelo plano tangente
a 02 em yo. Como este plano tangente também tangencia By (y) e
B, (y1) em yo, e h < r, entdo By (y) C B,(y1). Logo, By (y) N 9Q =
{yo}. Além disso, temos y € [yo,y1], i.e., y estd no segmento que liga
yo ayr. Como y # y1 e y # ya, podemos definir y' e y”, as reflexdes
de y com relagdo a 0B, (y1) e 9B, (y2), respectivamente.

Nosso objetivo serd mostrar que, caso y esteja suficientemente pro-
ximo de 92, entdo y’ e ¥ ndo pertencem a €. Isso serd feito com o
auxilio do seguinte

LEMA 2.11 Sey € Qe d(y,00) < 2{, entioy',y" & Q.

Demonstragio. No caso de 3"/, ndo hd problema, pois y € (2 significa
y & Br(y2) e, portanto, y” € By (y2).

Vamos supor y € 2 e que d(y, d) < % . Se y, for o ponto que mini-
miza a distancia entre y e 02, entdo y € [yo, y1]; mais precisamente,
y =11 +t(yo—y1), com i <t <1 Logoy =y + s(yo— y1), com
1 < s < 3. Em particular, |y — y2| < rey’ € By (y2). .

Vamos retomar a demonstracdo do Teorema 2.9. Se z € 0f), entdo
z & Br(y1) e z & B,(y2). Logo, aplicando a segunda parte da Propo-
si¢do 2.7, com as devidas modifica¢des de notagdo, teremos

r 1 1 r

— T ST ST ~/_|Vz€39,
ly—wal W' =2~ ly—2] = ly—wml ¥y —=

onde estamos supondo y € Q e d(y, 99) < .
Vamos supor n > 2; o caso n = 2 pode ser tratado de forma analoga
(Vid Exercicio 2.12). Segue da relagdo acima que

<7’|)n_219y,,(z) <d,(2) < <T>n_219y/(z) vz € 0.

|y—y2 \Z/—y1

Como L, é um funcional linear monétono crescente, aplicando esse
operador & expressdo acima, as desigualdades serdo mantidas. Como
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v,y € Q, segue de (2.33) que

<T>"‘2@<y~_x> < 6u(y) < (H)H_Qﬁ@’—x) Vo e Q.

\y — Y2 |y — W
(2.34)

Fixado § € 09, observe que y — g implica |y — 1], |y — y2| — r e,
portanto, i,y — . Em vista de (2.34), teremos

lim 6, (y) = 97— ) Vg € 09

3? etapa. ¢, é a parte regular da funcdo de Green de €.

Pela etapa precedente, sabemos que ¢, é continua em R" e
6:(y) =0y —2x) VeeQ, Vyeo
Sendo L, linear e continua, teremos
Ay (y) = Lo (Ay9,) =0 Vy € Q,

de maneira que ¢, é harmonica em 2. Em outras palavras, ¢, é a
parte regular da funcdo de Green. "

Como ja observamos, Green utilizara sua fungdo com o intuito
de demonstrar a existéncia de solugdo para o problema de Dirichlet.
Mas afinal, como poderia ele ter alcangado tal objetivo se no inicio
do século 19 ainda mal dispunha das ferramentas necessarias? Ora,
seguindo um recurso bastante empregado na época, confundindo o
fenémeno fisico com o modelo matemadtico que procura descrevé-lo,
no caso o potencial eletrostatico®?.

33)To convince ourselves that there does exist such a function as we have supposed
U [G] to be, conceive the surface to be a perfect conductor put in communication with
the earth, and a unit of positive electricity to be concentrated in the point p’ [z]; then
the total potential function arising from p’ [z] and form the electricity it will induce
upon the surface will be the required value of U [G]”. (G. Green, op cit. Apud G. D.
Birkhoff, op cit, p.356.)
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Além disso, ja ressaltamos que a questdo da diferenciabilidade
de G sobre 0f) estava longe ser constatada por Green, de maneira
que por construgdo

0

u(x) := —/ —G(z,y)f(y)doy VzeQ,
o0 aVy

deveria ser harmoénica em 2. Finalmente, para verificar a condigao

de contorno, Green observa que a forma de 92 ndo é relevante, e o

resultado segue do decaimento rapido de %G (x,y) quando z se
Y

afasta de y € 052, como no caso da esfera (Vid Equacéo (2.30)).

2.3 Exercicios

EXERCICIO 2.1 Verifique (2.20).

Sugestiio: Note que vy, (z) é a parte real de (—1)F~1e'(2k D)=

e utilize a férmula
da soma de uma progressdo geométrica.

EXERCiCIO 2.2 Utilizando as relagdes de ortogonalidade

l/ cos jrsenkx dxr = dji, (2.35)
7T

—T
obtenha a série de Fourier de f(z) = ¢* —e™” em (—m, 7); compare

com (2.14).

EXERCICIO 2.3 Mostre que a série

0 (71)k71
Z ————senkx converge paratodoz € R,

— k+

el

utilizando apenas o Lema de Abel.

EXERCICIO 2.4 Mostre que as solugdes de (2.16) sdo dadas por (2.17).
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EXERCICIO 2.5 Deduza o Teorema 2.4 utilizando o Teorema do Di-
vergente:

/divﬁ:/ F-7 VYF e CYORY). (2.36)
Q oN

Sugestdo: Para obter (2.23), utilize a segunda identidade de Green sobre o
conjunto Q\ B (z) e fagae — 0. Cf. D. Gilbarg e N. S. Trudinger, [33], pp.17-
18.

EXERCICIO 2.6 Seja © um dominio para o qual a fun¢do de Green
existe. Mostre que

G(z,y) >0 e G(z,y) =Gy,z) VY(z,y) €N x N
Sugestdo: Cf. L. C. Evans, [20], pp.35-36.

EXERCICIO 2.7 Verifique o Exemplo 2.1.

EXERcIcCIO 2.8 Utilizando a desigualdade de Harnack, demonstre
o Teorema de Liouville:
Se u for harmonica e limitada em R", entdo u é constante.

EXERCICIO 2.9 Na Se¢do 1.4, vimos que toda fun¢do harmoénica é de
classe C*°. Utilizando a férmula de Poisson, mostre que toda fun¢ao
harménica é analitica.

EXERCICIO 2.10 Mostre que a fungio (z,y) — ¢,(y) em (2.29) é de
classe C*°.

EXERCICIO 2.11 Calcule a func¢do de Green do semi-espaco R’;. Em
seguida, mostre que

2 n
u(x) ::i/ Maly Vo € R
nwn Jorn [v—y["

é solucdo do problema de Dirichlet

Au=0 emR},
u = f sobredR’,
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para toda funcdo continua e limitada f.

EXERCICIO 2.12 Demonstre o Teorema 2.9 em dimensdo n = 2.
Observagio: A existéncia da parte regular da fun¢ao de Green para n = 2
pode ser obtida de forma mais simples, além disso supondo apenas que a
curva simples e fechada 052 seja suave por partes. Cf. P. D. Lax, loc cit; A. E.
Taylor, [68], pp.188-190.
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Capitulo 3

O Principio de Dirichlet

Num artigo de 1870V, Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-
1897) reproduz uma carta de Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-
1916), onde este descreve uma nova abordagem do problema de
Dirichlet que lhe fora apresentada por Dirichlet no verdo de 1856.
Tal método ja vinha sendo utilizado por muitos outros matematicos,
destacadamente Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), que
o denominou Principio de Dirichlet em homenagem a seu antigo pro-
fessor?.

3.1 Sobre o chamado Principio de
Dirichlet

O Principio de Dirichlet consiste em transformar o problema de

WK. T. W. Weierstrass, [72].

@“In seinen Vorlesungen tiber die Kréfte, welche nach dem Newton’schen Gesetz
wirken, hat sich Lejeune Dirichlet zur Begriindung eines Hauptsatze der Potenti-
altheorie einer eigenthiimlichen Schlussweise bedient, welche spater auch von an-
deren Mathematikern, namentlich von Riemann, vielfach angewandt worden ist und
den Namen ‘Dirichlet’sche Princip’ erhalten hat.” (K. T. W. Weierstrass, loc cit.)

61
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Dirichlet

Au=0 em ¥,
(3.1)

u = f sobre 09,

no problema variacional de se determinar a fun¢do que minimiza o
funcional

I(u) = /Q \Vu|? de, (3.2)

sobre C1(2) N C(Q), com a restricdo “u = f sobre 9.

De fato, sejam m o infimo de (3.2) e up uma fun¢do admissivel
satisfazendo a condic¢do de contorno f em 9N e tal que Z(ug) = m.
Para cada ¢ € C5°(Q2), é claro que ug+ty continua sendo uma fungéo
admissivel, qualquer que seja t € R. Nesse caso,

Z(ug + to) — I(ug) = 2t/ Vug - Vo dr + t2Z(p) > 0.
Q

Para que a tltima desigualdade permanega valida para todo ¢t € R,
devemos ter

/ Vug - Vedr =0 Yo e C5°(Q).
Q

Utilizando a férmula de integracdo por partes, a expressdo acima
pode ser reescrita como

/ Augpdr =0 Yy e C(Q),
Q

ou seja, Aug = 0 em (2.

Como ug = f sobre 0f), ter-se-ia acima uma demonstragao bas-
tante elegante sobre a solubilidade do problema de Dirichlet, desde
que sejamos capazes de demonstrar que

1. m < oo, em outras palavras, a classe de fun¢des admissiveis é
nao-vazia;

2. Existe uma fungdo admissivel ug € C*(Q)NC(Q), ug = f sobre
0f1, que minimiza a integral de Dirichlet (3.2);
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3. A funcdo que minimiza a integral de Dirichlet pertence a C?((2).

Embora a necessidade de estabelecer tais fatos seja clara aos nos-
sos olhos, 0 mesmo ndo pode ser dito sobre a utilizagdo do Principio
de Dirichlet em meados do século 19. Na verdade, essas trés condi¢oes
passariam despercebidas aos matematicos daquele periodo por mais
de duas décadas, até 1870.

Muito embora Dirichlet tenha levado os créditos no principio va-
riacional que ostenta seu nome, na mesma época o Principio de Di-
richlet também esteve presente em trabalhos de William Thompson
(futuro Lorde Kelvin) (1824-1907) e de Riemann.

O pioneirismo em tal abordagem coube a Green® que, ja em
1833, a utilizara para “demonstrar” a existéncia de solug¢des do pro-
blema de Dirichlet. No entanto, como ja observamos no capitulo
anterior, os trabalhos de Green tiveram pouca influéncia na Europa
continental.

Gauss, por meio de uma formulagdo um pouco mais primitiva
envolvendo a energia potencial de um campo eletrostatico® também
“garantiu” a existéncia de solugdes para o problema de Dirichlet®.

No entanto, se Green e Gauss sustentaram seus trabalhos, mesmo
que implicitamente, no modelo fisico de equilibrio de cargas eletros-
taticas®, estranhamente 0 mesmo nao aparece ocorrer com Thom-
pson, Dirichlet e Riemann.

Com relacdo a Thompson e Dirichlet, ambos acreditavam que a
existéncia do minimo ug para a integral de Dirichlet era uma con-
seqiiéncia do fato de

I(u):/Q\Vude

®)G. Green, Trans. Camb. Phil. Soc. 5 (1835), 395-430; Mathematical Papers, pp.187—
222. Apud M. Kline, [41], p.684.

K. F. Gauss, “Allgemeine Lehrsitze in Beziehung auf die im verkehrten Verhlt-
nisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs und Abstolungskrafte”.
In : Werke, V, pp.191-242 [pp.221-226]. Apud G. D. Birkhoff, op cit, pp.358-361. Cf.
D. Birkhoff, op cit, p.379.

®)Cf. J. A. Dieudonné, [16], p.36.

©Cf. 0. D. Kellogg, [40], pp.79-81 e 278-279.
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ser positiva para toda func¢do admissivel.

Thompson” utiliza uma formulagio um pouco mais geral para
o Principio de Dirichlet, com o intuito de demonstrar a existéncia
de solugoes para a equagdo div(a?Vu) = p em , onde « e p sdo
fungoes dadas, a qual se reduz a equagdo de Poisson quando a =
1. No entanto, em nenhum momento é feita qualquer mengdo a
fendmenos fisicos (muito embora a equagédo estudada tenha origem
nesse tipo de problema): seu trabalho tem um contetido puramente
matemaético.

Com Dirichlet a situagdo é ainda mais drastica. Num livro publi-
cado postumamente®, Dirichlet se propde a demonstrar que, dada
uma fungdo continua sobre 912, existe uma distribuicdo de massas
sobre 0(2 capaz de gerar um potencial gravitacional que assuma tais
valores pré-estabelecidos sobre 0.

Dirichlet observa que tal problema se resume a mostrar a existén-
cia de solucoes de Au = 0 em (2, com condi¢do de contorno dada.
Ele lamenta que a determinacdo de uma tal fun¢do néo seja constru-
tiva; no entanto, comenta que a resolucdo da equagdo de Laplace ndo
oferece quaisquer dificuldades (sic)”) e utiliza o Principio de Dirich-
let, sem se preocupar com nenhuma das questdes levantadas acima,
em particular, sobre a existéncia de um minimo para Z(u) sujeito as
condi¢oes de contorno.

Tais exemplos ilustram uma certa tentativa de evitar a utilizagao
de problemas fisicos na resolucdo de questdes de ordem puramente
matematica. No caso de Dirichlet, essa postura parece ser levada ao
extremo quando este recorre a possibilidade de solucdo do problema
matemadtico para tratar do problema fisico associado, como numa
tentativa de justificar a si mesmo que a intui¢do havia sido deixada

(DW. Thompson, “Theorems with reference to the solution of certain partial diffe-

rential equations”, Cambridge Dublin Math. . 3 (1948), 84 et seq; . Math. 12 (1847), 496
et seq; Math. and Phys. Papers 1,93-96. In : G. D. Birkhoff, op cit, pp.380-382.

®P. G. L. Dirichlet, Die im umgekehrten Verhiiltniss des Quadrats der Entfernung wir-
kenden Kriifte, Leipzig, 1876. Apud G. D. Birkhoff, [4], p.385.

©)“The latter presents no difficulty”. (P. G. L. Dirichlet, op cit, §32. Apud G. D.
Birkhoff, loc cit.)
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de lado.

Isso mostra o impacto da refundigdo légica pela qual passou a
Analise no século 19, com os trabalhos de Cauchy por volta de 1820.
Mas até as décadas de 1850 e 1860, esse processo ainda ndo estava
consolidado: as idéias fisicas ainda permeavam os espiritos dos ma-
tematicos, em muitos casos de forma bastante sutil para os padroes
da época.

Uma questdo levantada por Henri Poincaré (1854-1912) aborda
essa interferéncia de fendmenos fisicos na resolugdo de problemas
mateméticos?.

Sabemos que um modelo fisico é obtido a partir de uma série de
consideragdes aproximativas, a partir de simplificagdes do fenémeno
que se planeja estudar; em muitos caso, ainda, os argumentos mate-
maticos envolvidos sdo altamente questionaveis.

Chegamos entdo ao seguinte dilema envolvendo o Principio de
Dirichlet: realmente é necessaria uma demonstragdo para a existéncia
de solugdes do problema de Dirichlet, mesmo sabendo que isso pode
ser obtido por argumentos puramente fisicos? Além disso, sendo
uma demonstracdo necessdria, tal problema deveria ser tratado com
o mesmo rigor de uma questdo de Andlise Pura, mesmo que isso
possa parecer um pedantismo inttil?

Para Poincaré, a equacdo resultante de um modelo fisico repre-
senta um desafio a ser vencido, utilizando para isso todo o rigor ne-
cessario a uma questdo, agora, puramente matematica. Além disso,
nada impede que equagdes proveniente da Fisica tenham, algum
dia, profundas implicagdes na Matematica®V.

No caso especifico do Principio de Dirichlet em meados do século
19, Riemann o utilizaria no estudo de problemas envolvendo aplica-

(9H. Poincar, [58], pp.31-32.

(D) “Est-il encore permis de se contenter d’une demi-rigueur ? Et qui nous dit que
les autres problemes de la Physique mathématique ne seront pas un jour, comme I'a
déja été le plus simple d’entre eux appelés a jouer en Analyse un role considérable ?”
(H. Poincaré, op cit, p.32.)
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¢des conformes? e integrais abelianas!®.
Em 1870, Weierstrass iria apontar uma grave falha nessa aborda-
gem.

3.2 O Teorema da Aplicacao Conforme

Nesta secdo apresentaremos uma aplicagdo do Principio de Diri-
chlet ao problema de representacao conforme:

TEOREMA 3.1 (RIEMANN) Dois abertos simplesmente conexos e limita-
dos Q1,Q, C R? possuem uma bijegdo conforme h : Qq — Qs.

Dados dois abertos Q1,Q,; C R", uma fungdo f : Q; — 5 de
classe C'! é dita conforme se f preserva os angulos; mais precisa-
mente, se dados x € Q1 e v1,v2 € R" ndo-nulos, entdo a transforma-
¢do linear f'(z) : R™ — R" é injetiva e

L(f'(x)vr, f'(x)va) = L(v1,v2).

Em dimensdo n = 2, podemos fazer uso das fun¢des analiticas no
estudo das transformacdes conformes. Com efeito, se f for analitica,
v1,v9 € R? 2 C forem ndo-nulos, e f'(x) # 0, teremos

arg f'(x)vy — arg f'(x)vy = arg f'(x) + argvy — arg f'(x) + arg v,

arguvy — argvs.

A reciproca também é verdadeira. De fato, se f : @ — C é con-
forme, entdo f satisfaz as equagdes de Cauchy-Riemann e, portanto,
é analitica™.

(2G. F. B. Riemann, Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer
verinderlichen complexen Grosse, Gottingen, 1851 (Tese); Werke, pp.3-43. Apud M.
Kline, op cit, p.655.

(13G. F. B. Riemann, “Theorie der Abel’sche Funktionen”, J. Reine Angew. Math. 54
(1857); Werke, 2* ed., pp.82-142 [88-96]. In : G. D. Birkhoff, op cit, pp.50-56.

(4Cf. L. V. Ahlfors, [2], pp.73-74.
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Na demonstragdo do Teorema 3.1, utilizaremos um resultado clas-
sico da teoria de funcdes analiticas®:

LEMA 3.2 (ROUCHE) Seja I' uma curva simples e contrafvel em 2 C
R?. Se f e g forem analiticas em €, e tais que |f(z) — g(2)| < |f(2)],
Vz € T, entdo I envolve o mesmo niimero de zeros de f e g, incluindo suas
multiplicidades.

Para demonstrar o Teorema 3.1, vamos admitir que o problema
de Dirichlet sempre admita solugdo nas regides simplesmente cone-
xas do plano. Embora esse resultado seja verdadeiro (Vid Capitulo 4),
Riemann se utilizou do Principio de Dirichlet para concluir que o
problema de Dirichlet teria solugdo para todo (sic) aberto de R?.

Demonstragio do Teorema 3.1. Como a composigdo de aplica¢des con-
formes também é conforme, basta demonstrarmos o resultado quan-
do um dos abertos é a bola unitdria B;(0); o outro conjunto denota-
remos simplesmente por (2.

Fixado 29 € Q, seja u := ¢, a parte regular da funcdo de Green G
associada a ©, i.e., u é harmonica e u(z) = 5 log ﬁ, se z € 00
(aqui fazemos uso do Principio de Dirichlet para garantir a existén-
cia da parte regular da fun¢do de Green). Como ) é simplesmente
conexo, o complexo conjugado de u, que denotaremos por v, estd
bem definido a menos de uma constante arbitréaria.

Seja h(z) := (z — zp)e”” [uz)iv(=)] . Dessa forma, h é analitica em {2
e h(z) = 0 se, e somente se, z = 2. Por outro lado,

‘h(z)‘ = |z — zo|e?™u(?)

o2 [%log\z—ZoH%o(z)] =e 2mG(20) 1 VreQ,

pois G > 0 em Q. Em particular, i : Q — B;(0); além disso, temos
|h(2)| — 1 quando d(z, 9) — 0.

Vamos verificar que h é, de fato, uma bijecdo; em outras palavras,
dado w € B1(0), devemos mostrar que existe um tnico z €  tal
que h(z) = w.

(5Cf. L. V. Ahlfors, op cit, pp.153-154.
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Com efeito, como [w| < 1e lim |h(z)| = 1, podemos encontrar
d(z,00Q)—0

uma curva simples e contraivel I' em €2, suficientemente préxima de
99, tal que |h(z)| > |w| = |h(z) — [h(z) — w]| sobre a regido com-
preendida entre 02 e I', inclusive. Pelo Lema de Rouché, o nimero
de raizes de h(z) e h(z) — w devem coincidir na regido limitada por
I'. Como h possui um tinico zero, a equagado h(z) = w deverd admitir
uma tinica solugdo no interior de I e, portanto, em €.

Para concluir a demonstragdo do teorema, resta mostrarmos que
R # 0 em €; como ja observamos acima, isso implica que h é con-
forme. Suponhamos por contradicdo que h'(z;) = 0 para algum
z1 € Q. Em particular, z; é um zero de h — h(z) de ordem supe-
rior ou igual a 2. Logo, para todo w # h(z;) numa vizinhanga de
h(z1), a equagdo h — w admite pelo menos 2 solucdes distintas®,
contradizendo a injetividade de h. Conseqiientemente, i’ # 0 em (2
e, portanto, h é conforme. [ |

3.3 O fim do Principio de Dirichlet

3.3.1 O criticismo de Weierstrass

Por volta de 1870, a Matematica passaria por uma onda de contes-
tagdes, tendo por objetivo o questionamento de fatos que até entdo
eram tratados como 6bvios. Esse movimento, liderado por Weiers-
trass, apontou intimeras patologias que ndo poderiam ser detectadas
pela simples intuicdo.

O Principio de Dirichlet, da forma com que vinha sendo utili-
zado, certamente ndo poderia passar despercebido: o objetivo de
Weierstrass no seu artigo de 1870 era de apresentar um funcional
positivo, mas que nao possuisse um minimo:

(6)Cf. L. V. Ahlfors, op cit, p.131, Teorema 11.

Versdo — 17 de agosto de 2009



[SEC. 3.3: O FIM DO PRINCIPIO DE DIRICHLET
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1
0.5
0.5 1
Figura 3.1: Elementos da familia v, coma = —leb =1, parac =1,
11 1
57207 50

TEOREMA 3.3 (WEIERSTRASS) Dada u € C*[—1,1], seja
LT du 2
I(u) := — .
(u) /_1 [xd:c (x)} dx
Entdo,
inf {I(u) cu€ C=1,1], u(—1) =aeu(l) = b} =0,

para todo a,b € R. Em particular, o infimo é atingido se, e somente se,
a="0.

Demonstragio. Vamos definir (Vid Figura 3.1)

() a+b b—aarctg?
ue(z) := .
c 2 2 arctg%

Dessa forma, u. é uma funcdo admissivel e

due ( b—a €
x) = . .
dx 2arctgl %4 ¢€2
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Logo,
! 9 oy | due 2
I(u.) < (2 +¢*) |=—(2)| d= (3.3)
1 dx
2 1 b—a)?
_. (b—a) 2/ 26 2dx:g%_>07 (3.4)
(Qarctg %) 12 +¢€ arctg 2

quando ¢ — 0. Conseqiientemente, inf / = 0. No entanto, é claro
que esse infimo somente podera ser atingido por uma funcao cons-
tante, a qual ndo é uma fung¢do admissivel se a # b. =

Nas palavras de Weierstrass, chegamos a conclusdo de que o
Principio de Dirichlet, tal como proposto em meados do século 19,
nos conduz a um resultado falso?).

3.3.2 O exemplo de Prym

Embora Weierstrass ndo tratasse exatamente da integral de Diri-
chlet, o exemplo que apresentamos na segdo anterior foi suficiente
para aniquilar as esperangas de que o Principio de Dirichlet pudesse
estar correto.

Provavelmente, antes mesmo de 1870 ja pairavam dtavidas sobre
ele. Talvez por medo das criticas que poderiam sobrevir, ou mesmo
pela mais pura fé de que o Principio de Dirichlet estivesse correto,
ndo houve contestacdes abertas. De qualquer maneira, Weierstrass
rompeu a linha ténue que sustentara tal argumento por tantos anos.

Em 1871, Friedrich Emil Prym (1841-1915) publicou um artigo®)
onde era levantada uma questdo que nem Weierstrass parece ter ob-
servado: mesmo que o problema de Dirichlet tenha uma solugéo u
em €, nada garante que a integral de Dirichlet calculada em u seja
finita, i.e., Z(u) < oo.

Mais precisamente,

(7)“Die Dirichlet’sche Schlussweise fiithrt also in dem betrachteten Falle offenbar zu
einem falschen Resultat”. (K. T. W. Weierstrass, op cit, p.54)
(8)E E. Prym, [63].
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TEOREMA 3.4 (PRYM) Seja By C R? o disco unitdrio. Existe uma fungio
harmonica ug em C*(By) N C(B1) tal que

T(up) = / |Vug|? dz = +o0.
B,

Veremos na Secdo 5.4 (Vid Exercicio 5.19) que toda funcdo u €
CY(B1) N C(By) tal que u = ug|spp, sobre OB; satisfaz

/ \Vu|? do = +o0,
B1

onde u é a funcdo dada pelo Teorema 3.4. Em outras palavras, ndo
existem func¢ées admissiveis com condi¢do de contorno ug|ss, - Isso
mostra que o problema de Dirichlet e sua formulagdo variacional
ndo sdo equivalentes.

Embora esteja quase esquecido atualmente, apresentamos o exem-
plo original de Prym abaixo, construido num semicirculo de raio
R < %:

Demonstragio do Teorema 3.4. Vamos fixar um ramo da funcéo log
sobre o plano complexo, do qual excluimos os ntimeros reais ndo-
positivos e, considerando a representacdo de um ponto nessa regiao
em coordenadas polares como z = pe’?, com —1 < ¢ < T, escreve-
remos log z = log p + i¢p.

A fungéo analitica u + iv := i\/— log (R + x + iy), com R > 0, estad
bem definida exceto para os niimeros reais menores que ou iguais a
—R. Vamos supor R < 1 e considerar a parametrizagdo do semicir-
culo fechado €2, de centro — R e raio 2R, em coordenadas polares:

T+ R=pcosp,
Yy = pseny,

com(0<p<2Re—
Como

—log (R +x +iy) = —log p — ip = —\/log? p + 2’ & (757,

™ s
5<ep< 3.
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Figura 3.2: O exemplo de Prym

obtemos as seguintes expressdes para u e v sobre :

1 %
sen | — arctg ,
2 log p
1
cos [2 arctg (IOZp)] .

Vamos nos restringir a funcdo v (Vid Figura 3.2) e estudar seu com-
portamento em 052, em especial no ponto (z,y) = (—R,0); equiva-
lentemente, (p, ¢) = (0, 0). Para isso, definimos as fung¢des

. 1 2 0\ 1

verifica-se facilmente que u(p, ¢) = 4 (é (p, ), cp).

NG

u(p,¢) = (log? p + ¢?)

Bl

v(p, ) = — (log” p+ ¢*)

Observando que &(p, ) — 0 e @(€, ) — 0 uniformemente em ¢
quando p — 0 e £ — 0, respectivamente, segue que

. ™ T
Jim, u(p, @) =0 Vo € [—5,5} :
P—p0
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Portanto, u é harmonica e pode ser estendida continuamente ao bordo
02 do semicirculo.
Por outro lado, temos

Q
S
—_

3
4

=32 (log® p+¢?) * x

sen arctg — — Cos arctg ,
p 2 log p p 2 log p
Ju _1 (log® p+¢*) L3
o 2 g pTe

1 @ 1 P
X < psen | —arctg ([ —— + log p cos | = arctg
2 log p 2 log p

Dessa forma, fixado € > 0 suficientemente pequeno, a integral de Di-
richlet 7. de u sobre a regido Q°, onde excluimos de () a vizinhanca
de —R com raio ¢, serd dada por:

[ LG (8 e

/QR dp d(p
-5 Vlog® p+ ?

e, pelo dltimo membro de (3.5),

3.5

T.(u)> /mdp/ _dp
2J)e pJoz \Jlog?p+4
o (2R dp

2 Je p\/log2p+4

1 1 1
=T arsenh ( = log2R ) + arsenh | —log — | ;.
2 2 2 €

Conseqiientemente, h%l+ Z. = 400, de onde segue que a integral de
E—

Dirichlet de u sobre 2 diverge. n
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3.3.3 O exemplo de Hadamard

Passados mais de 30 anos, o exemplo de Prym havia caido em
esquecimento. Em 1906, Jacques Salomon Hadamard (1865-1963)
construiu um novo exemplo de ndo-equivaléncia entre o problema
de Dirichlet e o Principio de Dirichlet, apelando dessa vez para a
representagdo de uma fungdo harmoénica por meio de séries de Fou-
rier sobre o disco unitario em R?.09)

Lembremos que toda fungao em C(9B;), onde B; C R? é o disco
de raio 1, pode ser expressa de forma equivalente como sendo uma
fungdo continua f : [0,27] — R tal que f(0) = f(27). Neste caso,
a condicdo de contorno sobre 9B (0) associada a essa fung¢do num
ponto z = e'?, 0 € [0, 27], vale f(6).

Utilizando a representagdo do laplaciano em coordenadas pola-
res

Au = Uy, + ur+ uee,

e aplicando o método de separagdo de varidveis, segue que o candi-
dato a solugéo classica para o problema de Dirichlet sobre B;, com
condicdo de contorno f, é dado por

Qo - k
_54_;7“ akcosk’e—l—bksenkﬁ) (3.6)

onde ay, e by sdo os coeficientes de Fourier de f, i.e.,

2
ay = 1 f(0) coskf db,
™ Jo
1 2
b, = — f(0)sen kb do.
T Jo

Embora f seja somente continua, o que significa que f pode nédo
coincidir com sua série de Fourier, (3.6) realmente define a solucao
desejada! De fato, é possivel verificar (Vid Exercicio 3.2) que (3.6)

(197, 5. Hadamard, [36].
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Figura 3.3: O exemplo de Hadamard

coincide com a férmula de Poisson de f no disco unitdrio, que ja
sabemos ser solugdo do problema de Dirichlet.

Como as seqiiéncias (ax)r>1 € (b )x>1 sdo limitadas, as derivadas
u, € ug de u podem ser obtidas por derivacdo termo-a-termo da série
em (3.6), e obtemos

% = Z krk—1 (ak cos k6 + by sen k@),
k=1

oA

5= Zkr (— axsen kO + by cos ko).

~
Il
-

Logo, a integral de Dirichlet de u sobre B,(0), com p < 1, pode ser
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escrita como

por2m ou\? 1 [ou\?
2 5 ou B el
/B,,(o) |Vul d:c—/o/o {(81") +r2 (6‘9) rdrde
/p 2w o

- > K (aj + bp)r*h " dr do
070 f—1

— S k(a2 4+ 12) %
k=1

Finalmente, fazendo p — 1, temos

Z(u) :/ Vul>dz =7 k(a} +b7). (3.7)
B1(0) k=1

O exemplo de Hadamard repousa sobre a identidade (3.7). Na
verdade, basta escolhermos os coeficientes ay, e b, de forma que

f(0) = Z (ak cos kO + by sen ko)
k=1

seja absolutamente convergente (e, portanto, f é continua), mas que
a série em (3.7) seja divergente.
Tomando por exemplo

ag = Oa
0 sek#22",

1
k= 2271
on se s

by =

teremos que (Vid Figura 3.4)

(oo}

£0):=>" 2% sen 229 (3.8)

n=1

é continua, mas a solugdo v do problema de Dirichlet com condicao
de contorno f satisfaz

Z(u) zﬂ'Zl: 0.
n=1
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0.75
0.5

-0.25
-0.5
-0.75

Figura 3.4: Gréfico de f dada por (3.8)

Hadamard, ao contrario de Prym, observou que a classe de fun-
¢des admissiveis para o Principio de Dirichlet nesse caso é vazia; isso
serd verificado na Se¢éo 5.4 (Vid Exercicio 5.19).

3.4 Exercicios

EXERCICIO 3.1 Mostre a “reciproca” do Principio de Dirichlet: se u
for solugédo do problema de Dirichlet, entdo v minimiza a integral de
Dirichlet (3.2).

EXERCICIO 3.2 Utilizando o método de separagéo de varidveis, mos-
tre que (3.6) é solugdo do problema de Dirichlet no disco. Deduza a
férmula de Poisson em dimensdo n = 2 a partir de (3.6).

Observagio: Foi dessa maneira que Poisson obteve (2.28). Cf. S. D. Poisson,
[62].
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Capitulo 4

Métodos alternativos de

resolucdao do problema de
Dirichlet

O Principio de Dirichlet estava morto! As tentativas subseqiien-
tes de Weierstrass e de alguns de seus alunos em resgatar a validade
dessa formulagao variacional estariam fadadas ao fracasso.

Restava agora procurar novos métodos para garantir a existéncia
de solugdes do problema de Dirichlet. Afinal, os trabalhos de Ri-
emann sobre representacdes conformes no plano e sobre integrais
abelianas precisavam ser revalidados.

4.1 O processo alternante de Schwarz

Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) ndo estava muito sa-
tisfeito com a Teoria de Representagdo Conforme de Riemann por
ser muito abstrata. Por volta de 1864, ja teria observado que néo
conhecia nenhuma aplicacdo conforme explicita, e ndo-trivial, que

79
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transformasse uma dada regido sobre o disco unitarioV.

Por esse motivo, Schwarz, juntamente com Karl Gottfried Neu-
mann (1832-1925), comegou a construir explicitamente aplica¢bes
conformes para poligonos convexos®. Por aproximagdes, ambos fo-
ram capazes de resolver o problema de representacdes conformes
para as regides convexas e limitadas do plano®.

Sejah:Q — B1(0) uma aplicagdo conforme (no nosso caso, uma
funcdo analitica) de Q2 C C sobre B;(0) C C, de maneira que h|sg :
00 — 0B1(0) seja um homeomorfismo. Nesse caso, o problema de
Dirichlet em 2 sempre admite uma solugéo.

De fato, dada f € C(0f2), entdo g := fo (h|aQ)_1 é uma funcio
continua sobre 9B1(0). Seja u a solugdo do problema de Dirichlet
em B;(0), com condicdo de contorno g; a fungdo v := woh serd
harménica em €2 (pois h é analitica) e coincidird com f sobre 0.

Ciente desse fato, Schwarz construiu um engenhoso aparato so-
bre C envolvendo o problema de representagdes conformes, tendo
por objetivo seguir o caminho inverso de Riemann, e assim obter a
solubilidade do problema de Dirichlet em abertos do plano.

Como ja observamos acima, Schwarz e Neumann ja haviam re-
solvido tal problema nas regides convexas do plano e restava esten-
der tal resultado para regides ainda mais gerais.

Para lidar com essa questdo, Schwarz desenvolveu um interes-
sante método, denominado processo alternante (alternierende Verfah-
ren), segundo o qual é possivel construir a solugdo do problema de
Dirichlet em uma regido €2 = €; U 5, sabendo-se que o problema
de Dirichlet admite solu¢do nos abertos 2; e (). Mais precisamente,

(Cf. G. D. Birkhoff, [4], pp.47-48.

@)Cf. H. A. Schwarz, Gesammelte Werke, v.2, pp-108-306, passim; K. G. Neumann,
Vorlesungen iiber Riemann’s Theorie der Abel’schen Integrale, 2 ed., 1884; Uber das loga-
rithmische und Newton'sche Potential, Leipzig : Teubner, 1877; Math. Ann. 3 (1871), 325-
349; 11 (1877), 558-566; 13 (1878), 255-300; 16 (1880), 409-431. Apud A. R. Forsyth,
[27], v.2, p.458.

@)Cf. R. V. Churchill, [9], p.166 et seq.
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Figura 4.1: Orientagdo de 02

TEOREMA 4.1 (SCHWARZ) Sejam 1,Q C R? dois abertos suaves tais
que 08Yy e 08y ndo se tangenciam em nenhum ponto de 9y N 9. Se o
problema de Dirichlet sempre admitir solugdo em 1y e o, entdo o mesmo
ocorre a 21 U Q.

Antes de demonstrar o Teorema 4.1, vamos estudar a existéncia
de solugdes da equagdo de Laplace com condi¢des de contorno sec-
cionalmente continuas.

No que segue, vamos supor que 2 seja um aberto limitado e su-
ave. Dado zy € 91, podemos fixar uma determinacdo continua de
angulo sobre Q\{z(} com relagdo a x¢, que denotaremos por arg, .
A fungédo arg, (z) é harmonica em 2, continua em Q\{z¢} e tal que

lim arg, (z)— lim arg, (x)=m.
rT—To— 0 r—xTo+ 0
eI €N

A escolha da orientacdo & nos limites acima é indicada na Figura 4.1.

Feitas tais observagdes sobre a fungéo arg, , vamos demonstrar
o seguinte lema:

LEMA 4.2 Seja f : 0Q — R uma fungio seccionalmente continua. Se o
problema de Dirichlet sempre admitir solugdo em € com condigdo de fron-
teira continua, entdo existe uma fungdo u harmonica em S tal que u = f
em O e u é continua em Q, exceto pelos pontos de descontinuidade de f.
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72
" 7
Figura 4.2: Curvas v1, 2 e 0 em Q
Demonstragio. Sejam {x1, ..., zx} os pontos de descontinuidade de

f. Denotaremos por «; o salto da func¢do f em z;, ie.,

a;:= lim f(z)— lim f(x).

rT—x;— r—x;+
e eI
Definindo
PRI P G Ry )
) — o—=2 L T1,. .., Tk},
9(x) == 2.

0 xe{xy,...,xL},

vemos que g é continua em 02 e, por hipotese de solubilidade do
problema de Dirichlet, existe uma funcéo v satisfazendo o problema
de Dirichlet em €2, com condi¢do de contorno g. Para concluirmos a
demonstragdo, basta observar que

k
arg,..
u:=0v+ g ; Li
5 s
1=1

satisfaz as condi¢des desejadas. .

Fixados dois pontos p e ¢ distintos em 0f2, seja ¢ uma curva sec-
cionalmente diferencidvel em (2, com extremos p e ¢, e que nao seja
tangente a 02 nestes pontos (Vid Figura 4.2). Denotaremos, ainda,
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por v; e 72 os dois segmentos abertos de 02 delimitados por tais
pontos (1 liga p a ¢, nesta ordem). Vamos supor, ainda, que o pro-
blema de Dirichlet sempre admita solugdo em 2.

Pelo lema anterior, existe uma funcdo harmonica vy em 2 que
assume o valor 1 em v; e 0 em v,. Além disso, pelo principio do
méximo, uy < 1 sobre o e, como ¢ ndo é tangente a 9¢2 em suas ex-
tremidades, segue da construcdo de ug que %gr;) up(x) < 1, 0 mesmo

reo
ocorrendo em q. LOgO,

0y :=supug(z) < 1.

xEo

Com base nessa notacdo, temos o seguinte

LEMA 4.3 Seja v € C?(Q) N C(Q) tal que v é harmonica e v = 0 sobre
~2. Entdo,

3 < 3 . .
mdx v(z) < 0, mx v(z) 4.1)

Demonstragio. Denotando por M := I%%(’le |v], entdo v — Mug é harmo-

nica e ndo-positiva em 92, onde v, é dada acima. Pelo principio do
méximo, v < Mug em € e, portanto,

v<0,M sobreo. (4.2)

Agora estamos em condi¢des de apresentar a

Demonstragio do Teorema 4.1. Seja f uma fungdo continua sobre 052,
onde 2 = O U Q. Nosso objetivo serd construir, a partir de f,
seqiiéncias de fungdes harmoénicas (ug)r>1 € (vg)k>1 em Qg e O,
respectivamente, que deverdo convergir para a solugdo procurada.
Fixada uma extensdo continua h; de f sobre 0f),, escolhemos v
como sendo a solugdo do problema de Dirichlet em 5, com condic¢do
de contorno h;. Analogamente, definimos g; sobre 9€2; como sendo
a fun¢do continua dada por f em 9Q;\o2 e por v; em oy. Tome-
mos u1, a solucdo do problema de Dirichlet em €2; com condicédo de
contorno g;.
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Figura 4.3: As regides 2, e (),

Estando definidas as fun¢des harmoénicas u;—; em Qe v; em Qo
seja
f(x) sex e d\og,
g9;(x) ==
vj(z) sex € 0.

Assim, g; € C(994) e existe u; correspondente a solugdo do pro-
blema de Dirichlet em §2;, com condigdo de contorno g;; nesse caso,
podemos definir

f(z) sex e 0N\o1,

uj(r) sex € o,

hya(e) == {

e escolhemos v;4; como sendo a solug¢do do problema de Dirichlet
em 2y, com condigdo de contorno continua h; .
Fixado k& > 1 inteiro, escrevemos

up = uy + (ug —ur) + -+ (up — ug—1), (4.3)
v =v1 + (v2 —v1) + -+ (v — vE_1). (4.4)

Sejam

M o— ma . — A
%%X|f|+rgg§\h1\ e 0:=mix{0,,,0,,},
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onde 6,,,0,, < 1 sdo dados pelo Lema 4.3 com respeito a 2; e Q,
respectivamente. Pelo principio do méximo, |v1] < M e |vo| < M
em Qy; logo, [ve — v1| < 2M sobre o;. Além disso, vo — v; = 0 sobre
0Q9\01. Segue do Lema 4.3 que

|vg —v1] < 20,, M <20M em os.

Portanto, |us — u1| < 20 M em 09;. Pelo principio do méximo,

lug —u1| < 20M  em Q.
Da mesma forma, obtemos

lvg — vo| < 20°M  em Q.
Repetindo sucessivamente o argumento acima, teremos

luji1 —uj| <209 "M emQy e |vjy — v, < 20%72M em Q,,

para todo j > 1. Segue das estimativas acima que

lug —ug| + - Hugsr — ug| <

20M
< 20M + -4+ 2027 <«
1—62
vg —v1| + - g1 — vi| <
2M
<2M +20°M - 20 7IM < s

e, portanto, as somas parciais (4.3) e (4.4) convergem uniformemente
para v em Q) e vem Q, respectivamente. Além disso, segue do
Corolério 1.7.1 que u e v sdo harmodnicas em seus respectivos domi-
nios.

Fixando nossas aten¢des em 25 N €23, vemos que ambas as seqiién-
cias (v —ug)k>1 € (V41 — Uk)k>1 convergem uniformemente a v —u
em ()3 N {2. Ainda, por construcgdo, vy = uy sobre o3 € V41 = Ug
sobre o1, Vk > 1. Portanto, © = v em o1 U 09, de onde temos ©v = v
em Ql n QQ.
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A fungdo w que vale u em ; e v em ), satisfaz o problema de Diri-
chlet em ©; U Q5 com condig¢do de contorno f. n

O método de Schwarz, embora fornega a possibilidade de re-
solucdo do problema de Dirichlet para uma classe bastante ampla
de regides no plano, utiliza-se fortemente das fung¢des analiticas,
as quais, por sua vez, estdo intimamente ligadas as transformacées
conformes no plano.

O teorema abaixo mostra que a situagdo é bem diferente em di-
mensdo n > 3:@

TEOREMA 4.4 (LIOUVILLE) Se n > 3, entdo todas as transformagoes
conformes em R"™ sdo obtidas por composi¢io das sequintes operagdes:

1. Translagdo: x — x + h, h € R";
2. Homotetia: x — Mz, A € R;
3. Rotagdo: x — Az, A € O(n);

4. Inversdo: x — T
||
Poincaré iria posteriormente encontrar uma maneira eficiente de
estender o método de Schwarz em dimensao superior (Vid Se¢do 4.3).

4.2 O método da equacao integral
de Fredholm

Embora o método de Schwarz tratasse do problema de Dirichlet
de forma bastante geral, permanecia o sério inconveniente de estar
restrito a dimensdo 2. Ndo havendo uma teoria de representacdo
conforme suficientemente ampla em dimensdo superior, surgiu a
idéia de transformar o problema de Dirichlet numa equagdo inte-
gral.

@Cf. R. Nevanlinna, [54].
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Como vimos no Capitulo 1, o potencial eletrostatico gerado por
uma densidade de cargas p na superficie de um condutor Q C R® ¢
dado por

1
u(x) = —p(y)dy Vo e Q.
(@) /asz‘x—?ﬂ()

Assim, ficava a questdo de se determinar uma densidade p capaz de
gerar o potencial desejado sobre 0.

Esse trabalho foi posto em prética de maneira independente por
Neumann® e Gustave Robin® (1855-1897) durante as décadas de
1870 e 1880. Suas demonstra¢des basearam-se no método de aproxi-
magdes sucessivas; no entanto, seus resultados ainda se restringiam
ao caso em que §) fosse convexo.

Entre 1900 e 1903, Erik Ivar Fredholm (1866-1927) tratou de e-
quagdes integrais mais gerais da forma”

f(@) = plz) + A /Q K (. 9)8(y) dy.

Para isso, Fredholm desenvolveu um interessante aparato de de-
terminantes infinitos. Tais determinantes infinitos constitufam uma
versdo rigorosa das idéias imprecisas que Fourier utilizara na obten-
¢do dos coeficientes de sua série. Essa técnica daria origem a um
resultado cldssico da Anélise Funcional:

TEOREMA 4.5 (ALTERNATIVA DE FREDHOLM) Sejam E um espago de
Banach e L : E — E um operador linear continuo e compacto. Logo,
exatamente uma das condigdes sequintes se verifica:

e I+L)E=E

o Existe x # 0 tal que (I + L)x = 0.

®K. G. Neumann, Untersuchungen iiber das logarithmische und newtonische Potential,
Leipzig, 1877. Apud C. E. Picard, [56], p.257.

©®)G. Robin, [65]

?)E. 1. Fredholm, Kongl. Svenska Akad. For. 57 (1900), 39-46; [29].
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Lembramos que um operador L : E — E é compacto se para todo
conjunto limitado A C E, entdo L(A) é relativamente compacto.

O trabalho de Fredholm representou o pontapé inicial para um
estudo sistematico das equagdes integrais, no qual se destacou Hil-
bert® durante a primeira década do século 20.

Como forma de apresentar uma aplicacdo da Alternativa de Fred-
holm, vamos obter as solug¢des do problema de Dirichlet na forma de
um potencial de camada dupla. Mais precisamente,®

TEOREMA 4.6 (NEUMANN-ROBIN) Seja Q@ C R? um aberto limitado
suave. Dada f € C(09), existe € C(00Q) tal que

1 0
u(x) := . /89 u(y)a—yy log |x —y|do, VzeQ 4.5)
é solugdo cldssica do problema de Dirichlet
Au=0 em¢(,
(4.6)
u=f sobredf.

Um outro ingrediente na demonstragdo do Teorema 4.6 é o bem
conhecido

TEOREMA 4.7 (ASCOLI-ARZELA) Sejam K um espago métrico compacto
e (ug)r>1 uma seqiiéncia de funcdes continuas em K. Se (uy)rp>1 for
eqiiicontinua, entdo existe uma subseqiiéncia (uy,);>1 tal que

uy, — u uniformemente em K
para algum u € C(K).

Uma seqiiéncia (uy)r>1 € dita eqliicontinua se para todo ¢ > 0
existir 6 > 0 tal que

e —yl<d = ’uk(x)—uk(y)|<€ vk > 1.

Vamos também precisar do seguinte (Vid Exercicio 4.1)

®D. Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen,
Leipzig, 1912. Apud G. D. Birkhoff, op cit, p.437.
O)Cf. B. Epstein, [19], pp.179-182.
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LEMA 4.8 Dada p € C(0R2), seja

1 0
v(x) = 7/ 1(y) =— log |z — y|do, Va € R
o9

T Ovy

Entdo v é harmonica em R? \ 9S). Além disso, para todo xq € O temos

. 1 0
lim v(z) = p(xo) + 7/ u(y)a— log |z — y| doy, 4.7)
T Jo Vy

r—Xo
€N

. 1 0
IILHIIO v(z) = —p(wo) + f/ u(y)a— log |zo — y| doy (4.8)
e T Joq Vy

e as derivadas normais internas e externas de v coincidem:

0 0
a—:<m0> — 6—;;@0). (4.9)

Demonstragio do Teorema 4.6. Vamos dividir a demonstra¢do em qua-
tro etapas:

1% etapa. O problema (4.5)-(4.6) é equivalente a encontrar p € C(0)
tal que

0
fl@) = p(z) + 7/ w(y)=—log |z —y|do, VredQ. (4.10)
™ Joq ayy

Suponhamos que u € C%(Q) N C(f2) seja uma fun¢do harmonica
em (2, sendo representada por um potencial de camada dupla ge-
rado por uma densidade continua p sobre 02, dada por (4.5).
Vamos definir f := u|spq. Segue entdo do Lema 4.8 acima que para
todo xg € 0f) temos

. 1 0
Floo) = Jimg u(a) = ploort [ plo) 5 oglon — ] doy
Reciprocamente, se p € C'(99) verifica (4.10), entdo um argumento
andlogo mostra que u, dada por (4.5), satisfaz o problema de Dirich-

let (4.6).

Versdo - 17 de agosto de 2009



90 [CAP. 4: METODOS ALTERNATIVOS DE RESOLUGAO
2% etapa. Dada p € C(092), seja

(Lp)(z) == l/ u(y)i log |z —y|do, Vz € 0. (4.11)
T Joo vy

Entdo, L : C(02) — C(09) é um operador linear continuo e com-
pacto.

Vamos primeiramente estudar o ntcleo do operador integral a-
cima, que pode ser reescrito como

T—y
|z —yl?

)
+—loglz —y[ = —

v, Uy (4.12)

Sendo 02 uma curva suave (portanto com curvatura continua), se-
gue de um célculo elementar que tal nticleo define uma fung¢do continua
sobre 0 x 99 (Vid Exercicio 4.2). Em particular, se u € C'(92), entdo

x € 00— % - p(y)aayy log |z — y| doy,

define uma fungéo continua na variavel z.

Assim, o operador linear L : C(0Q2) — C(09) estd bem definido,
é linear e continuo (pois o ntcleo é limitado). Resta verificar que
L é compacto. Com efeito, se (px)r>1 for uma seqiiéncia limitada
em C'(09Q), entdo (Lpk)r>1 € limitada e, tendo a integral um ntcleo
continuo, é eqiiicontinua. Pelo Teorema de Ascoli-Arzela, existe
uma subseqiiéncia convergente de (Luy)r>1 €, portanto, L é um o-
perador compacto.

3% etapa. Se p € C(09Q) satisfaz (I + L)u = 0, entdo p = 0.
Seja pn € C(09) tal que
1 0
w(zo) + 7/ w(y)=—log|zg —y|doy =0 Vo€ 0Q. (4.13)
™ a0 31/y

Vamos definir o potencial de camada dupla em R? resultante da
distribuicdo p em 0€:

1
v(x) = ;/ u(y)ai log |z — y|do, Va € R (4.14)
o0 Yy
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Fazendo x — z¢, x € Q2 em (4.14), segue de (4.7) e de (4.13) que

lim v(x) = 0.
T—T0
zEN
Dessa forma, v é uma fun¢do harmonica em €2, convergindo a zero

na fronteira 9f2. Pelo principio do méximo, v = 0 em () e, em parti-

cular, % oo = = (. Utilizando a identidade (4.9), teremos a—;’ =0.

o0
Seja Br(0) C R? uma bola com raio R grande o suficiente tal que

Q C Bg(0). Como v é harménica em R*\9Q e ‘9” = 0 em 01, entdo
a primeira identidade de Green (2.21), aphcada a funcdo v sobre a
regido compreendida entre 9Br(0) e 052, nos fornece:

o
/ |Vo|? do = / v— do. (4.15)
Br(O\Q 9Br(0) OV

Vamos mostrar que a segunda integral em (4.15) converge a zero
quando R — 0.
Com efeito, segue de (4.12) que

0 }‘ C
—log |z — e |Vi{ —logl|x— < —,
oy sl v < Sy e (Ve g sl < 5
de onde obtemos as estimativas:
C
<—
vl = d(09: 0Br(0))
C VSUE@BR(O)
V(@) < ——
d(é)Q;@BR(O))
Conseqlientemente,
R 0

d(09; 9BR(0))°

quando R — oo.
Logo, por (4.15), temos Vv = 0 em RZ\Q e, portanto, v é constante
em R?\Q. Ora, como v(x) — 0 quando |z| — oo, isso significa que
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v = 0 em R2\6Q. Por outro lado, (4.7) e (4.8) indicam que v so-
fre uma variagdo de 2u ao atravessar a fronteira 0§} e, conseqiiente-
mente, 1 = 0, como queriamos mostrar.

4% etapa. Fim da demonstracéo.
Reescrevendo a equagdo (4.10) em termos de L, temos:

f=+Ln,

onde f, u € C(09).

Pela 2% etapa, o operador L satisfaz as hipéteses da Alternativa de
Fredholm. Segue da etapa precedente que dado f € C(09) existe
um dnico ¢ € C(99Q) tal que f = (I + L)u ou, equivalentemente,
satisfazendo a equagdo (4.10). Logo, a fun¢do v dada por

1 / 0
u(zx) == — w(y)=—log|x —y|do, Vz e,
@) =+ | )z 1oxlr —ylde,
satisfaz o problema de Dirichlet (4.6). m

No caso de abertos 2 € R", com n > 3, a extensdo natural do
Teorema 4.6 consiste em procurar representagdes de fungdes harmo-
nicas na forma

0 1
u(x) := —/ wly)=————F——do, VzeQ.
o0 Ay |z —yln=2 7

Ao contrario do que ocorre em dimensdo 2, a equagdo integral
resultante ndo tem nticleo continuo, de maneira que a Alternativa
de Fredholm deve ser utilizada ap6s uma convolugdo de ntcleos,
até que seja atingida a compacidade do operador resultante('?).

4.3 O método de varredura de Poincaré

Pelos quase 20 anos que se seguiram ao exemplo de Weierstrass,
varias foram as tentativas de resolugdo do problema de Dirichlet. No
entanto, nenhuma era capaz de colocar um ponto final a questéo.

(0)Cf. S. L. Sobolev, [67], p.256 et seq.

Versdo — 17 de agosto de 2009



[SEC. 4.3: O METODO DE VARREDURA DE POINCARE 93

Entre 1870 e 1890, alguns métodos foram desenvolvidos com
esse intuito, dentre os quais podemos destacar aqueles ligados a
Schwarz, Neumann, Harnack, Robin e Murphy, além de um sem-
numero de outros métodos, que Poincaré denomina métodos alter-
nantes (méthodes alternantes)V.

Em 1887, Poincaré submete 4 Academia de Ciéncias de Paris um
artigo de apenas trés paginas entitulado Sur le Probleme de la Distri-
bution Electrique'®, propondo um novo método de resolugio para o
problema de Dirichlet. Uma nova verséo corrigida e mais detalhada
seria publicada em 1890 no entdo recém criado American Journal of
Mathematics®.

INustraremos o método de varredura na constru¢do do chamado
potencial condutor de um aberto limitado 2 C R™:

DEFINICAO (POTENCIAL CONDUTOR) Seja @ C R"™ um aberto limi-
tado. Uma fungio u : R™ — R serd denominada um potencial condutor de
Q se as sequintes condigdes se verificam:

e u é continua em R"™ e harmonica em R™\Q;
e u = 1 sobre §);

o lim wu(z)=0.
|z|—o0
Pelo principio do maximo, sabemos que caso uma tal fun¢do
exista ela devera ser tnica (Vid Exercicio 4.3). Note que ndo exis-
tem potenciais condutores em dimensdo n = 2. De fato,

PROPOSIGCAO 4.9 Se Q C R? for um aberto limitado, entio 2 nio possui
um potencial condutor.

Demonstragio. Vamos supor por simplicidade que 0 € Q c R?, onde
2 é um aberto limitado que admita um potencial condutor u. Se

()Cf. H. Poincaré, [58], p-33.
(2H. Poincaré, [57].
(19H. Poincaré, [58].
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r > 0 for tal que B, (0) C Q, entdo para cada € > 0 teremos

1+5logé <l=wu(z) Vzeo.

1/e

Além disso, se |z| > rel/, entdo

r
1 —s—slogﬂ <0 < u(x).
x
Conseqiientemente, segue do principio do maximo que

1+elog < u(r) <1 VreR*)\Q. (4.16)

||

Fazendo ¢ — 0 em (4.16), obtemos u(z) = 1 para todo z ¢ Q, um
absurdo. =

Quando n > 3, temos o seguinte

TEOREMA 4.10 (POINCARE) Se Q C R™, n > 3, satisfaz a condigdo da
esfera interior, entdo o potencial condutor de ) existe.

Demonstragdo. Fixemos R > 0 suficientemente grande tal que Q C
Bpr(0); vamos denotar por uy € C(R") o potencial condutor de
BR(O), i.e.,
1 se z € Br(0)
ug(z) := n—2

() ;m se z & Br(0).
Seja, ainda, By, Bs, Bs, ... uma familia enumeravel de bolas abertas
que cobrem R™\ ).
Vamos construir uma seqiiéncia de fung¢des (ux)x>1, de maneira que
u; seja o rebaixamento harmonico de ug em B; e, para k > 1, defi-
niremos uj como sendo o rebaixamento harmoénico de uy_; em Bj, ,
onde Bj, é a k-ésima bola da seqtiéncia

B1ByB1ByB3B1 B3B3 B4 B1 B3B3 By Bs B1Bo B3 By Bs B¢ - - -, (4.17)

e cada bola aparece um ntimero infinito de vezes.
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Como ug é super-harmonica e o rebaixamento harmonico de fungdes
super-harmonicas preserva essa propriedade (Vid Segdo 1.5), segue
que (ux)r>1 é uma seqiiéncia de fung¢des super-harmonicas; além
disso, tal seqiiéncia é ndo-crescente, em outras palavras,

up(x) > up(x) > ug(w) > ug(z) > ... >0 VoeR"\Q.

Seja u(x) := lim ug(x).
k—oo

Fixada uma bola B := B}, vamos denotar por N; C N o conjunto das
posi¢des onde B aparece na seqiiéncia (4.17); assim, se k € N;, entdo
uy, € o rebaixamento harmoénico de uy_; sobre B; em particular, a
fungdo uy, é harmonica em B, Vk € N;.

Sendo (uy)ren, uma seqiiéncia de fungdes harmonicas convergindo
em B, segue do Corolério 1.7.1 que © = lim wuj, é harmoénica em B.

kEN;

Como B é um elemento arbitrdrio de nossa familia, entdo u deve
ser harmonica sobre R™\{2. Além disso, como uy > u > 0, entdo
lim wu(z)=0.

|| —o0
Resta analisarmos o comportamento de v préximo a 9€2: Dado z €
09, seja B,(z) C 2 uma bola satisfazendo a condigdo da esfera
interior, i.e., B,(z9) N 9Q = {z}. Utilizando o principio do méximo
temos

T,n72 o
1> > ———— VzeR"O.
_Uo(SC)_ |x_20|n—2 x € \

n—

2 A . —_
Tizo7=z uma fungdo harmoénica em R™\ (2, devemos ter

T
Sendo x — o=z

Tn72
1> uk(x) >

— <0

Fazendo k — oo na expressdo acima, vird

n—2

1> wu(z) >

= = W Vr € Rn\ﬁ

Logo, lim u(z) = 1. "

g Q
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Fisicamente, 0o método de Poincaré consiste em varrer (ou balayer,
em francés) as cargas positivas de densidade inicial —Awug para a
superficie de Q.

Como veremos a seguir, o conhecimento dos potenciais condu-
tores em R" permite construir a parte regular da fungao de Green
associada ao problema de Dirichlet num dominio 2 C R™. De fato,
utilizando o Teorema 4.10, podemos deduzir o seguinte

TEOREMA 4.11 (POINCARE) Se Q C R™, n > 3, satisfaz a condigdo da
esfera exterior, entdo existe a fungio de Green em Q.

Para demonstrar o Teorema 4.11 a partir do Teorema 4.10, neces-
sitaremos de dois resultados classicos em Teoria do Potencial. O pri-
meiro é o Principio da Singularidade Removivel, devido a Emile Pi-
card (1856-1941); o segundo resultado diz respeito a transformacédo
de Kelvin, que havia sido proposta por Thompson numa carta a
Liouville quando aquele tinha apenas 21 anos!¥.

PROPOSICAO 4.12 (PRINCIPIO DA SINGULARIDADE REMOVIVEL)
Seja w uma fungio harmonica e limitada em B, (xo)\{zo}. Logo, u pode
ser estendida continuamente a B,.(x), e a extensio resultante é harmonica

em B,.(xo).

Demonstragio. Vamos supor por simplicidade que n > 3 (Vid Exerci-
cio 4.5). Seja v a solugdo do problema de Dirichlet em B, (z(), com
condicdo de contorno u|yg, (z,). Substituindo u por u — v, podemos
supor de inicio u|y B,(zo) = 0 € nesse caso, serd suficiente mostrar-
mos que u = 0 em B, (zo)\{zo}.

Seja M > 0 tal que |u| < M em B,(x¢) \ {z0}. Fixado0 < e < 7,
teremos

6n—2
PR— =M > |u(z)| Va € dB:(xg)
e
€n72
o g2 >0= |u(x)| Va € 0B, (xo).

(I9W. Thompson, [69].
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Como a fungdo = — M‘xf;;li,z é harmoénica em B, (z¢)\B:(zo),

segue do principio do méximo que
6n72

lu(z)| < MW Vo € Br(z9)\Be(x0), ¥Ye>0. (4.18)

A desigualdade (4.18) é claramente verdadeira em B.(zo); logo,

En—2
‘u(x” S MW Vo € Br(x[)), Ve > 0.
Fazendo ¢ — 0, teremos u(x) = 0. "

PROPOSIGAO 4.13 (TRANSFORMAGAO DE KELVIN) Sejam Q C R”,
n > 3, um aberto limitado contendo a origem e Q* a reflexdo de Q\{0}
com relagdo a OB1(0)). Dada uma fungio u harménica em Q* tal que

lim wu(y) =0, entdo
ly|—o0

1
v(z) = Wu(#) (4.19)

define uma fungdo harmonica em ).

Demonstragio. Vamos mostrar inicialmente que v é harmonica em
Q\{0}. Definindo y := e, sex # 0, vird

N U W
2~ 9r2 \ |z[n2 Yy
9 1 o 1 0?
5 0 9 . 4.2
T2 (mn?) 5z W) T o2 gz W) 420
1 el = L
Portanto, como AW Oe Don (mnf?) =-(n-2) lek"’
2(n — 2 1
Av = —Ln) - Vouly) + —=5 Azu(y). (4.21)
(9Vid Segao 2.2.2.
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Por outro lado,

Z ou Oy;
3xk Oy; Oz,
Pu_ dyi dy; Z ou 0%y;
8mk 8yl8yj Oxy, 0wy, o 0y 8xk
Ou_ dyi dy; <8yl > du O%y;
= 0y;0y; Oxy, Oxy, IZ oxy, Z 0Y; amk
ou seja,
" ou
- Vau x-Vy; )
(y) = ; rm
Asu(y) =2 Vy; - Vy, o +zn:|v |2@+A Vu
zUY) = o Yi Yj ayla s Ui aylg Yy
(4.22)
Mas
9yi _ dik _ 2xim
Owp  [a?  [at”
Oz, [+ fat T 20
Logo,
x
&€ - vyl = |x|27
0i5
Vyi - Vy; = | ‘j4,
Ay =—2(n 2)i

x-Vyuly) = —— x - Vu,
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e, conseqiientemente, segue de (4.21) que

Av(z) = M%Au(y)

Sendo w uma fungdo harmoénica, obtemos finalmente Av = 0 em
Q\{0}.

Resta demonstrar que v pode ser estendida continuamente a 0 € §2
e que a extensdo é harmonica nesse ponto. Em vista da proposi¢do
anterior, basta verificar que v permanece limitada numa vizinhanga
de 0.

Com efeito, seja r > 0 tal que B,-(0) CC €; vamos mostrar que

[v(x)] < - va € B,-(0) \ {0}, (4.23)
onde M = max |u(y)|. Note que R"\B;,,(0) C QF; assim, u
yEc’)Bl/T(O)
estd bem definida em 0B, /,.(0). Além disso, dado € > 0 temos
(1/r)"2

lu(y)] < M < M~ —— +c Yy € dBy,(0).

ly|™

Como lim u(y) = 0, existe R > 1/r > 0 tal que |u(y)| < ¢ se

ly|—o0

ly| > R; portanto,

1 n—2
Iu(y)|§s<M(;|722+s Vy € OBg, (0), VR, > R.

Segue do principio do maximo que

n—2
w0
ly|™=

S e

lu(y)| <

+e selyl >

Como ¢ > 0 é arbitrdrio, podemos fazer ¢ — 0 na expressdo acima e
teremos

()| < M7 ey > L

T fyn? o
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Portanto, tomando y = ﬁ, onde z € B,.(0) e x # 0, obtemos final-
mente

1

M
lv(z)| = W

L =gy m2
()| = o) < 2

Utilizando o Principio da Singularidade Removivel, concluimos que
v pode ser estendida continuamente a 0, e a extensdo resultante é
harménica em €. "

A transformagédo de Kelvin pode ser imediatamente generalizada
por meio de transla¢des e homotetias. Por exemplo, dados 2 C
R™ um aberto limitado e zo € ), seja €2} a reflexdo de Q\{zo}

com relagdo a 9B (xg), ie., 2 é a imagem de Q\{zo} por meio
da aplicagdo y(z) := % + . Nesse caso, dada uma fungédo u
Tr — X

harmonica em €2} tal que | 1|im u(y) = 0, entdo
Y|— 00

Vg () : ! u( R mo) Ve e Q\{xo}, (424)

o — a2 |z — 2|2
se estende a uma func¢do harmonica em 2.

Demonstragdo do Teorema 4.11. Seja Q@ C R™ limitado; entdo, para cada
xo € Q, 0 conjunto wy, := R”\Qi;‘;o é um aberto limitado satisfazendo
a condigdo da esfera interior. Pelo Teorema 4.10, existe um potencial
condutor u,, associado a wy,,.

A fungdo v, dada por (4.24) com u = u,, € harmonica em §2 e, como
Uzglog;, = 1, devemos ter v, (z) = W sobre 01, ou seja, vy,
é a parte regular da funcdo de Green em (2, a menos de um fator
multiplicativo constante. "

E possivel adaptar o método de varredura para construir a solugdo
do problema de Dirichlet com condicado de contorno f € C(92):

TEOREMA 4.14 (POINCARE) Se Q C R™, n > 2, satisfaz a condigdo da
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esfera exterior, entdo o problema de Dirichlet

Au=0 emQ,
(4.25)
u=f sobred,

admite solugdo para toda f € C(99).

Esboco da demonstragio. (Vid Exercicio 4.6)
1% etapa. Suponha que exista ug € C?(2) N C(f2) super-harmonica
tal que up = f sobre 0S). Entdo, (4.25) tem uma solugdo.

Partindo da fungdo ug, a demonstragdo do Teorema 4.10 nos for-
nece uma fung¢do harmoénica v em 2. Utilizando a mesma demons-
tragdo da Proposicdo 4.18 (Vid Segdo 4.5 abaixo), é possivel concluir
que u é continua em Q e u = f sobre €.

2% etapa. Suponha que exista ugp € C?(Q) tal que vy = f sobre 9.
Entdo, (4.25) tem uma solugéo.

n

mente a (up — afz|?) ea (— alz|?), que nesse caso sdo super-harmo-
nicas, também podemos resolver o problema para uma tal funcdo
f.
3% etapa. Fim da demonstracao.

Dada f € C(99), utilizamos o Teorema de Tietze para estendé-la
a uma funcio f € C(Q). Pelo Teorema de Aproximacao de Weiers-
trass, f pode ser aproximada uniformemente por funcdes polinomi-
ais em z, a partir das quais podemos resolver o problema de Dirich-
let em virtude da etapa precedente. Segue do principio do maximo
que as solugdes associadas a tais polindmios deverdo convergir para
a solugdo do problema de Dirichlet com condigdo de contorno f. u

1
Seja o := o méx Aug. Aplicando a etapa precedente separada-
Q

Muito embora o método de Poincaré resolva o problema de Di-
richlet para uma classe suficientemente ampla de regides limitadas
em R", essa técnica possui o inconveniente de nédo se aplicar direta-
mente a condi¢des de contorno f € C(91). Contudo, ji se esbogava
aqui uma certa tendéncia de divisdo do problema de Dirichlet em
duas partes:
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1. Resolver o problema de Dirichlet no interior do dominio €2;
2. Estudar o comportamento das solugdes préximo a 9.

Tal estratégia seria decisiva nas tentativas subseqiientes de se es-
tender os resultados obtidos por Poincaré.

4.4 Nova crise no problema de Dirichlet

Muito embora os trabalhos de Poincaré no final do século 19 te-
nham dado um grande impulso ao estudo do problema de Dirichlet,
este resistia bravamente as tentativas posteriores de resolvé-lo com-
pletamente, i.e., de se demonstrar que a equagédo de Laplace, sujeita
a condigdes de contorno continuas, sempre teria solugdo para todo
aberto limitado 2 C R".

Como observa Kellogg'®, até o inicio do século 20 acreditava-
se que esse objetivo ndo era atingido pelas limitagdes inerentes que
cada demonstracdo impunha a solubilidade do problema. No en-
tanto, num artigo publicado em 1911, Stanislaw Zaremba (1863-1942)
iria apresentar um exemplo bastante elementar de ndo-existéncia de
solugdo do problema de Dirichlet!”:

PROPOSIGCAO 4.15 (ZAREMBA) Sejam @ = B1(0)\{0} € R" e f :
0 — R tal que f(x) = 0,se x € dB1(0), e f(0) = 1. Entdo, o pro-
blema de Dirichlet

Au=0 emQ,
u=f sobredf,

ndo admite uma solugio u € C?(2) N C(Q).

Demonstragdo. Se existisse uma tal solu¢do seguir-se-fa do Principio
da Singularidade Removivel que u deveria ser harménica em B; (0),
mas cujo maximo seria atingido no interior dessa regido, o que é um
absurdo. "

(6Cf. O. D. Kellogg, [40], p.285.
(7)S, Zarembea, [76]
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Em 1913, Henri Léon Lebesgue (1875-1941) iria apresentar um
exemplo bem mais surpreendente de ndo-solubilidade do problema
de Dirichlet em R*:(18)

TEOREMA 4.16 (LEBESGUE) Existem um aberto Q C R3 homeomorfo a
bola By e f € C(0N) para os quais o problema de Dirichlet

Au=0 emQ,
u=f sobred},

ndo admite uma solugio u € C*(Q) N C ().

Demonstragio. Consideremos uma barra L de comprimento 1 em R?
posicionada sobre o semi-eixo x positivo, com uma das extremida-
des na origem, e com uma densidade linear (de massa) A dada por
A(x) = z1. Nesse caso, o potencial gravitacional resultante serd (Vid
Figura 4.4):

u(z) = LQ Vo e R®\ L, (4.26)

(@1 —8)*+p

onde p := \/z3 + 3. Para p # 0 teremos

N /m dt /1 tdt
. @ _tat
-1 P+ p? Ja1 12+ p? (4.27)

=: 11 A(z) — B(x).

u(zx) =

Fazendo a mudanga de coordenadas ¢ = psenh ¢ na integral A, vird

81, L. Lebesgue, [48].
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-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Figura 4.4: Curvas de nivel do potencial gravitacional gerado por L

A(m)_/ml _adat
.’1,'1—1 \ t2+p2

1 _
= arsenh <Il) + arsenh ( x1>
P P

2 2 1— 1— 2 2
g LT VI +10g( )+ —z)? +p
p p

= —2logp+

e (o4 ) (1 )]

Por outro lado, por integracédo direta,

B(x) = \Ja3 + 92 — /(1 —m)? + 2.

Devemos estudar o comportamento do potencial u numa vizinhanca
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%

Figura 4.5: Curvas de nivel de u em Q no plano z;z»

de 0. Para tanto, observemos que

lin%xllog Kml + m) (1—1‘14— (1 —$1)2+p2>] =0,

¢ L

iiirb{\/x%erz\/(lxl)QerZ} =-1

&L

Dessa forma, se aproximarmos de 0 ao longo das superficies da
forma p = z¥, segue de (4.27) que u(z) — 1 quando z — 0. No
entanto, fazendo x — 0 ao longo das superficies p = e 271, onde
a > 0, entdo u(z) — 1+ «, ou seja, u ndo é continua em 0. Por outro
lado, sabemos da representacdo integral (4.26) que v é continua em
R3\ L.
Consideremos uma curva I' no plano x;x2, simétrica com relagdo ao
eixo z1, que tenha a mesma forma da curva fechada da Figura 4.5 de
maneira que, proxima a origem, seja dada pela curva z, = te
Seja © C R? a regido contida na superficie gerada pela rotagdo de
I em torno do eixo z;. Por construgdo, u|g é harmonica e limitada,
mas u ndo é continua em (), muito embora u|sq defina uma funcdo
continua em 02 e que, em particular,

lim u(z) = 3.

z—0

€N
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Resta mostrar que o problema de Dirichlet ndo admite solugdo em
) com condi¢do de contorno u|sn. Com efeito, suponhamos que
existisse uma funcdo v € C(£2), harmonica em (2, que coincidisse
com u sobre 0f). Nesse caso, u — v deve ser harmOnica em €2 e nula
sobre 0(). Segue de uma variante do Principio da Singularidade Re-
movivel (Vid Exercicio 4.5) que u = v em (. Isso é uma contradigdo,
pois u ndo esta definida continuamente em Q. "

Os exemplos que apresentamos acima modificaram considera-
velmente as formas de abordagem do problema de Dirichlet: a partir
de entdo seria necessério determinar um critério que permitisse ga-
rantir a solubilidade do problema, mas também sua ndo-solubilidade.

4.5 O método das fun¢des sub-harmonicas de
Perron

A verdadeira natureza do problema de Dirichlet para a equacao
de Laplace seria revelada na década de 1920, quando verificou-se
que a possibilidade ou ndo de sua resolugdo ndo dependia do do-
minio 2 C R" considerado, mas apenas do comportamento local de
cada um dos pontos de 0f2.

Dentre os intimeros matematicos que trataram desse assunto no
inicio do século 20, podemos destacar G. Bouligand, H. L. Lebesgue,
Oskar Perron (1880-1975) e Norbert Wiener (1894-1964).

O método de Perron baseia-se no seguinte('”)

TEOREMA 4.17 (PERRON) Seja Q@ C R™ um aberto limitado qualquer.
Dada f € C(0N2), definimos

As = {v e C(Q) : v ésub-harmonica e v < f sobre O }.
Entdo, a fungio

ug(z) := sup v(z) Va e (4.28)
UG.Af

19Q. Perron, [55].
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¢é harmonica.

Como f é limitada inferiormente, a funcéo constante em Q) igual
a rggl f é um elemento de Ay e, portanto, Ay # ¢. Além disso, como

v <sup f, Vv € Ay, a fungdo uo dada por (4.28) estd bem definida.
a0

Observamos ainda que se o problema de Dirichlet

(4.29)

Au=0 emQ,
u=f sobre 01,

tiver uma solugédo u, entdo ugp = u. De fato, observe que u € Ay.
Pelo principio do maximo, devemos ter v < u, Vv € Ay (Vid Exerci-
cio 1.10). Logo, up = u em €.

Demonstracio do Teorema 4.17. Vamos dividir a demonstra¢do em
duas etapas:

1% etapa. Dada Br(zo) CC £, entdo existe uma fungdo semicontinua
inferiormente (s.c.i.) U em Q tal que U < ug em Q, U é harmonica
em BR(.T()) e U(l‘o) = uO(l‘o).

Seja (ur)r>1 uma seqiiéncia em Ay tal que ug(zg) — uo(zo).
Como o maximo de fung¢des sub-harmonicas também é sub-harmo-
nico, temos 1rgjé<xk u; € Ay. Assim, sem perda de generalidade, po-

demos supor que a seqiiéncia (uy),>1 € ndo-decrescente.
Seja Uy, o levantamento harménico de uy com respeito a Br(zp). A
sequiéncia (Uy)r>1 também é ndo-decrescente e definimos

U(z) := lim Ug(z) =supUx(z) Vo € Q.

k—o0 k>1

A fungdo U é s.c.i., sub-harmonica e U < f sobre 92 (Vid Exerci-
cio 4.7). Por construcdo, U < ug em . Além disso, U(zg) = uo(z0)
e, pelo Coroldrio 1.7.1, U é harmoénica em Br(xz).
2% etapa. ug é harmonica.

Sejam Bp(zg) CC Qe U a fungdo dada pela etapa precedente.
Como U é harmoénica em Br(xg), é suficiente mostrar que U = wg
em Br(zo).
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Suponha por contradi¢do que exista yo € Br(zo) tal que U(yp) <
uo(Yo). Seja v € Ay tal que v(yo) > U(yo). Considere (Uy)r>1 a
seqiiéncia de levantamentos harmonicos utilizada na 1° etapa. Para
cada k > 1, vamos denotar por W}, o levantamento harménico de
méx {Uy, v} com respeito a Br(zo). Seja
W(z) := lim Wy(z) = sup Wy(z) Vz € Q.
k—o0 E>1

Assim, W também é s.c.i. em Q, W é harmonica em Br(zg) e W > U
sobre Bg(z). Por outro lado, W (zg) = uo(xo) = U(zo). Logo, pelo
principio do méximo forte, W = U em Bg(zo). Isso contradiz a
hipétese W (yo) > v(yo) > U(yo). Concluimos entdo que up = U em
BR<LC0). ]

Em virtude do Teorema 4.17, caso estejamos interessados em ve-
rificar a solubilidade de (4.29) numa regido (2, entdo uy dada por
(4.28) serd nossa candidata natural a satisfazer tal problema. Por
essa razdo, diremos que ug : 2 — R, dada por (4.28), é uma solugdo
generalizada do problema de Dirichlet. Todo nosso trabalho se re-
sume entdo a verificar se ug se estende continuamente a 92, onde
deve coincidir com f; ou seja, devemos verificar se

lim ugp(z) = f(xg) Vo € ON.

T—T0
€N

Um aparato bastante ttil para estudar o comportamento de ug
proximo a 9f2 é a nocado de barreira que, muito embora tivesse sido
utilizada implicitamente por Poincaré, sua importancia seria reco-
nhecida por Lebesgue em 1912, quem lhe conferiu esse nome®?:

DEFINICAO (BARREIRA) Uma fungio ¢ : Q — R é uma barreira em
xo € 0K com respeito a ) se o for super-harmonica, p(xo) = 0e p(x) >
0, se x # xg.

Muito embora tal propriedade diga respeito a um comportamen-
to global de ¢ com respeito a {2, Bouligand observou que a existéncia

@Q)H. L. Lebesgue, [47].
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de barreiras em um ponto zy depende unicamente do comporta-
mento de 92 numa vizinhanca desse ponto. Para explicar tal pro-
priedade, vamos introduzir a seguinte

DEFINICAO (BARREIRA LOCAL) Um ponto xy € OS2 possui uma bar-
reira local se existir uma barreira em xo com respeito a Q N B, (xo) para
algum r > 0. Nesse caso, dizemos que xo é um ponto regular de Q.

Evidentemente, toda barreira é uma barreira local. Reciproca-
mente, se ¢ é uma barreira local em xy, entdo existe uma barreira
(global) ¢ em zy que coincide com ¢ numa vizinhanca de zy. Com
efeito, seja ¢ uma barreira local em z, ou seja, ¢ é uma barreira com
respeito a 2 N B, (z¢) para algum r > 0. Denotando por

A= B.(20)\By/2(0) e «a:= igf(p >0,

definimos ¢ :  — R como sendo

(4.30)

(z) = {min {o(@),a} sex e QN B (),

a sex € Q\B,(x0).

Nesse caso, ¢(xg) = 0, @(x) > 0se x # xg e, além disso, ¢ é super-
harmonica (Vid Exercicio 4.8). Portanto, @ é uma barreira em xg com
respeito a todo o conjunto §).

Vejamos alguns exemplos de dominios com pontos regulares:

EXEMPLO 4.1 Suponhamos n = 2 e que exista uma curva ndo-cons-
tante v em Rz\ﬁ partindo de zy € 0€); nessas condigdes, é possivel
definir um ramo da fung¢do log numa vizinhanga de zy, da qual ex-
cluimos «y. Assim,

1 log r

z):= —Re = —
90( ) IOgZ 10g2T+02

ird definir uma barreira local em zg e, portanto, zy € um ponto regu-
lar de 092. -
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EXEMPLO 4.2 Vamos considerar o caso de dimensdo n > 3. Supo-
nhamos que z( € 0f) satisfaga a condi¢do da esfera exterior, i.e., que

existam r > 0 e yo ¢ (2 tais que B,.(yo) N Q = {xo}. Nesse caso,

T,n72 o

define uma barreira em z(. Portanto, todos os pontos que satisfazem
a propriedade da esfera exterior sdo regulares. "

EXEMPLO 4.3 Se n > 2 e se o problema de Dirichlet sempre admi-
tir solucdo em €, entdo todos os pontos de 0f2 sdo regulares. De
fato, dado zy € 012, entdo a solucdo do problema de Dirichlet com
condicédo de contorno f(z) := |z — x| serd uma barreira em xy em
virtude do principio do maximo. "

O conhecimento dos pontos regulares de 9€2 é ttil por conta da
seguinte

PROPOSICAO 4.18 Se xg € OS2 for um ponto regular, entio

lim up(z) = f(xo),

onde f € C(90Q) e ug é dada por (4.28).

Demonstragio. Fixemos € > 0. Como f é continua em 0f2, existe § > 0
tal que tal que |z — xo| < § implica |f(z) — f(z0)| < &; além disso,
0 quociente Lf@)=f o) (T;:j: ((JT“)l
O\ B;s (), ou seja,

é limitado por uma constante M > 0 em

|f(33)—f(930)’ < M|z — x9| se |z — xzg| > 6.

Se zg for regular, entdo existe uma barreira (global) ¢ nesse ponto.
Sendo ¢ positiva no compacto Q\ Bs(zp), existe uma constante b > 0
tal que

@) Sy e n e O\Bs(ay),
|x — x|
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de onde temos
M _
(@) = f(z0)| < Mz —wo| < -p(x) sew e Q\Bs(zo). (431)
Finalmente, segue de (4.31) e da continuidade de f que

|f(x) — f(x0)| <e+ %@(m) Vx € 99. (4.32)
Sejam

v(x) = f(xg) —e — %(p(x),

M
w(@) = f(zo) + £+ opla).
Segue de (4.32) que v < f < w sobre J§2. Como v é sub-harmonica,
v € Ay; além disso, sendo w uma fungdo super-harmonica, entdo
w é maior que ou igual a todo elemento de Ay (Vid Exercicio 1.10).
Conseqilientemente,

v(z) <wug(x) <w(z) Vo e

Fazendo x — x, temos

f(zo) — e <liminfug(x) < limsupug(z) < f(zo) +¢
T—To T—T0
e, sendo ¢ > 0 arbitrdrio, concluimos que uo(z) — f(zo) quando
T — Q. ]

Pela Proposicdo 4.18, ug assume os valores de contorno desejados
em todos os pontos regulares de 0f2. Segue entdo do Exemplo 4.3 o
seguinte

TEOREMA 4.19 O problema de Dirichlet (4.29) possui uma solugdo para
toda condigdo de contorno continua se, e somente se, todos os pontos de 02
forem requlares.
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Logo, a solubilidade do problema de Dirichlet depende apenas
do comportamento local de cada um dos pontos de 0f2, e ndo das
condicoes de contorno dadas. Resta a questdo de determinar a exis-
téncia de barreiras locais em 0f2.

Em 1924, Wiener publicou um artigo onde a construgdo de bar-
reiras era transformada num problema de estimar uma certa série®.
Antes de apresentar o resultado de Wiener, precisamos introduzir a
nogio de capacidade de um conjunto®®?:

DEFINICAO Sejam n > 3 e K C R™ um conjunto compacto. A capaci-
dade de K é definida como

Cap K := inf{/ |Vol|?dz: o € CPR™) ep > 1sobreK}‘

OBSERVAGCAO 4 Se uk for o potencial condutor de K, entdo é possivel
mostrar que Cap K é a quantidade total de carga em K necessdria para gerar
ux; Mais precisamente,

Cap K = |Vur|? d.
R\ K
A observagdo acima nos permite determinar a capacidade de
uma bola em R™:

EXEMPLO 4.4 Conforme vimos na Segdo 4.3, o potencial condutor

de K := Bpr(0) é dado por

Rn—2
—— se|z| > R,
ug (z) = |z["~2 (4.33)
1 se x| < R.
Logo,
Rn—2 2
Cap K = [(n — Q)M] dr = (n —2)o,R" 2.
R™\Bg (0) |z|

@DN. Wiener, [74].
2Vid E. H. Lieb e M. Loss, [51], pp.253-261, para outras defini¢des equivalentes de
capacidade.
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Dados 0 < A < 1 exg € 01, seja Ay, a regido exterior a {2 compre-
endida entre OBy« (xo) € OByr+1(xp), i.€.,

Ay := By (.ro)\(Q U Byk+1 (1‘0))

Com essa notacao, temos®:

TEOREMA 4.20 (CRITERIO DE WIENER) z¢ € OS2 é um ponto regular
se, e somente se, a série

Y072, 3 T4 .
5y + 2 + 8 + " + .-+ diverge, (4.34)

onde 7y, := Cap Ay.

EXEMPLO 4.5 Pelo exemplo de Lebesgue, sabemos que a ctspide
formada pela rotagdo da curva y = e/ £ >0, em torno do eixo z
ndo é um ponto regular. Contudo, como observou Bouligand, caso
tal ctispide seja dada pela rotagdo de y = 2™, x > 0, onde m > 1,
entdo pelo Critério de Wiener é possivel demonstrar que a origem é
um ponto regular®. .

Entre 1920 e 1940, a Teoria do Potencial vivenciaria uma mudanga
de orientagdo, aproximando-se da Teoria da Integral de Lebesgue e,
a partir da década de 1950, da Teoria das Distribuicdes de L. Schwartz!
A referéncia [5] apresenta um panorama bastante interessante do de-
senvolvimento da Teoria do Potencial no século 20.

Ja por volta de 1920, atingia-se entdo um grau bastante satis-
fatério de resolucdo do problema de Dirichlet. O Principio de Di-
richlet também voltaria a correr pelos belos campos da Matematica:
ele ndo havia morrido como proclamara Neumann, mas iria perma-
necer adormecido, aguardando apenas que fosse resgatado das tre-
vas.

@3Cf. 0. D. Kellogg, op cit, pp.330-334.

@4Cf. 0. D. Kellogg, op cit, p.334.
@)L, Schwartz, [66].
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4.6 Exercicios

EXERCICIO 4.1 Demonstre o Lema 4.8.
Sugestdo: Cf. G. B. Folland, [25], pp.128-129.

EXERCICIO 4.2 Mostre que a fungdo em (4.12) é continua. Conclua
que o operador L dado por (4.11) é compacto.

EXERCICIO 4.3 Seja Q@ C R™, n > 3, um aberto limitado.

1. Mostre que se u e v sdo dois potenciais condutores de €2, entdo

u ="v.

2. Prove que o potencial condutor de {2 é uma funcéo super-har-
monica.

EXERCICIO 4.4 Vimos na Secéo 4.3 que néo existem potenciais con-
dutores em dimensdo n = 2. Uma maneira de contornar esse incon-
veniente € a seguinte:

Dado um aberto w CC B;(0) C R?, definimos o potencial condutor
de w com respeito a B;(0) como sendo uma fung¢do continua u em
B;1(0) tal que

e u é harmdnica em B (0)\w;
e 1, =1 sobrew;
e u = 0 sobre 9B1(0).

Mostre que se w satisfaz a condi¢do da esfera interior, entdo o poten-
cial condutor de w com respeito a B;(0) existe e é anico.

EXERCICIO 4.5

1. Demonstre o Principio da Singularidade Removivel em dimen-
sdon = 2.
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2. Demonstre a seguinte variante do Principio da Singularidade
Removivel para n > 2:
Seja w uma fungdo harmonica e limitada em ©2 C R™. Suponha
que w seja continua em Q \ {zo} e w = 0 em 9N \ {zo} para
algum z( € 99Q. Entdo, w = 0 em Q.

EXERCICIO 4.6 Demonstre o Teorema 4.14.

EXERCICIO 4.7 Uma fungdo w : Q — (—o0, 00| é dita semicontinua
inferiormente (s.c.i.) se o conjunto {z € Q : w(z) < a} é fechado
para todo a € R. Seja (w;);er uma familia de fungdes continuas em
Q; mostre que W (z) := supw;(x), ¥z € Q, é s.c.i.

iel
EXERCICIO 4.8 Mostre que a funcdo ¢ dada por (4.30) é super-har-
monica em €.
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Capitulo 5

A ressurreicao do
Principio de Dirichlet

As criticas de Weierstrass sobre a falta de rigor que envolvia o
Principio de Dirichlet até 1870 colocaram-no como objeto de inte-
resse apenas histérico. Assim, a impossibilidade de se encontrar
um tratamento mais rigoroso para essa formulagdo variacional nos
quase 30 anos que se seguiram parecia determinar o fim de um po-
deroso recurso que fora aplicado de forma belissima a outras 4reas
da Matematica.

Durante uma conferéncia em Zurique em 1897, David Hilbert
(1862-1943) anuncia o retorno do Principio de Dirichlet. O método
de Hilbert — que na verdade ja havia sido proposto por H. Weber(!)
em 1869 e de forma menos explicita por Cesare Arzela® (1847-1912)
na década de 1890 — baseava-se na utilizacdo de seqiiéncias mini-
mizantes para encontrar a solugdo do problema variacional®.

Hilbert ressaltaria que essa nova técnica, além de sua simplici-

(WH. Weber, [71]

@C. Arzela, Rendiconti della R. Accademia delle Scienze dellIstituto di Bologna
(1896/97). Apud N. Kryloff, [44], p.154.

©)D. Hilbert, [37].

117
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dade e transparéncia, tem a vantagem de envolver apenas a propri-
edade de minimizac¢do, sem recorrer a natureza do problema. No
entanto, a demonstracdo de Weber era incompleta, Arzela havia a-
nunciado uma prova estilo EDO que jamais seria publicada, e o ar-
gumento apresentado por Hilbert era bastante impreciso e de dificil
implementagdo, como ficaria evidenciado num artigo subseqtiente
em 1901, onde aparece a primeira demonstra¢do convincente do Prin-
cipio de Dirichlet®.

Diversas tentativas de simplificar a demonstra¢do de Hilbert a-
pareceriam logo em seguida, sem muito sucesso®. Mas as bases
estavam lancadas: assim nascia a Teoria Variacional Moderna...

5.1 Métodos diretos do Calculo das Variagoes

Dado um funcional I que se deseja estudar, a idéia de Hilbert era
considerar uma seqiiéncia (uy)x>1, denominada seqiiéncia minimi-
zante, tal que I(uy) — inf I e, a partir dela, procurar construir uma
nova seqiiéncia que fosse convergente e que seu limite correspon-
desse ao minimo do funcional I.

Essa tarefa ndo era fécil; além disso, a seqiiéncia minimizante de
partida ndo é necessariamente convergente, como podemos verificar
no exemplo abaixo:

EXEMPLO 5.1 Considere o problema de minimizar a integral de Dir-
ichlet sobre B;(0) C R", n > 3,

Z(u) :/ \Vu|? dz,
B1(0)

sujeita a condic¢do de contorno u = 0 sobre 9B (0).
Tomemos 1 € C§°(R") tal que suppn C B1(0) e n(0) = 1. Definindo

@D. Hilbert, [38].

G)Cf. B. Levi, [49]; G. Fubini, [30]; H. L. Lebesgue, [46]. No artigo citado acima,
Beppo Levi escreveria: “Ma le difficolta del procedimento sono ancora tutt’altro che
comuni [...]".
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ug () = n(kz), teremos

1
B1/1(0) k B (

1

|Vn|* dy.
0)

Dessa forma, Z(ux) — 0, mas (ux)r>1 Ndo converge para a solugdo
cléssica, pois ux(0) = 1, muito embora ux(xz) — 0, se z # 0 (Vid
Exercicio 5.1). n

Para ilustrar o método de Hilbert, apresentaremos uma demons-
tragdo proposta por Richard Courant® (1888-1972). Ficard muito
claro ao final desta secdo que os espagos de funcdes usados classica-
mente para estudar tais problemas, e.g., C 1(Q), ndo sdo o ambiente
ideal para trabalhar com seqiiéncia minimizantes, pois ndo sdo com-
pletos com relagdo a normas intrinsecas a esse tipo de problema.

Vamos entdo considerar o seguinte problema de minimizagao

mo = inf {/ |Vul?dz :u € CH(Q)NC(Q) eu = f sobre 89},
Q

(.1)
onde f € C(99).

TEOREMA 5.1 (HILBERT) Sejam Q@ C R? um aberto limitado suave e
f e C(09). Se my < oo, entio o problema de minimizagdo (5.1) admite
uma (tinica) solucdo.

Demonstragio. Seja (ug)r>1 uma seqiiéncia minimizante. A demons-
tragdo serd dividida em 5 etapas:
1% etapa.

lim || Vu; — Vi, = 0. (5.2)

i, —00

2% etapa. Seja p € C§°(B1), p > 0, uma fungdo radial com fBl pdx =
1. Logo, para todo € > 0 existe U. € C''() tal que

pe xup — U.  em C*(Q) quando k — oo. (5.3)

©Cf. R. Courant, [10], pp.143-150.
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3 etapa. Existe Uy € C1(Q) tal que
U.(z) = Up(z) V€ Qcomd(z,0N) > ¢; (5.4)

em outras palavras, U, (z) independe de ¢ se d(z,0Q) > e.
4 etapa. Uy € C(Q) e Uy = f sobre Of).
5% etapa. U é solugdo de (5.1).

Vamos comegar demonstrando o seguinte
LEMA 5.2 Seja (ug)r>1 uma seqiiéncia minimizante de (5.1). Entdo, para
toda familia de fungdes (pr)k>1 em CH(Q) N Co(Q) tal que ||Vr| 2 <
M,Vk > 1, temos
lim / Vug - Vo dx = 0.

Q

k—o0

Demonstragio. Para todo t € R, uy + tpy é uma fungdo admissivel;
portanto,

/ |V, + thok|2 dx = / |V |? do+
Q Q
+2t/ Vuy, - Vgokd:v+t2/ |V<pk|2 dx > mg Vk > 1.
Q Q
Conseqiientemente, a forma quadratica

(/ |Vuk|2dx—mo> —|—2t/ Vuk~V<pkdm+t2/ |Voor|? da
Q Q Q

é ndo-negativa, de onde segue que seu discriminante é menor que
ou igual a zero. Em outras palavras,

2
(/ Vu;c-Vgokdx> < (/ |V<pk|2d1:>(/ Vuk|2dx—m0)
Q Q Q
§M2</ |Vuk|2dx—m0>.
Q
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Como klim |Vug|*dz = myg, o resultado segue da tltima desi-
gualdade. .
Demonstragio da 1° etapa. Observe que

[V (i = wj)|| o < IVl + [Vl <C Vi, j > 1.

Por outro lado,
[ Vu; — VujHi2 = / Vu; - V(u; —uj)de — / Vu; - V(u; — uy) de.
Q Q

Aplicando o lema precedente a cada parcela da diferenca acima, ob-
temos (5.2). n

A desigualdade de Poincaré?”) é um ingrediente fundamental na
demonstragdo das préximas etapas:

PROPOSICAO 5.3 (DESIGUALDADE DE POINCARE) Existe C' > 0 tal
que
vllzz < C Vo2 Yo e CHQ) N Co(Q). (5.5)

Demonstragio. Seja Q = [—L, L] x [—L, L] um quadrado de aresta 2L
contendo 2 e vamos estender v e suas derivadas a Q como sendo
zero no complementar de €.
—d
/ 01 *

Fixado z € ©, temos

onde /¢, é o segmento de reta paralelo ao eixo z;, percorrido na
diregdo positiva do eixo z1, ligando z até o primeiro ponto em que
intercepta 0f). Segue da desigualdade de Schwarz que

vi(z) < 2L/ v : ds
- ¢, \ 071
L 2 L
< ZL/ <‘%) dr; < zL/ |Vo|? da;.
- L 8.%’1 L

()H. Poincaré, [59], pp-70-76.
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Nesse caso, podemos integrar ambos os membros da desigualdade
acima na varidvel x4, obtendo

L
/ v () dao §2L/ |Vv|2dm:2L/ |Vo|? d.
Q Q

—L

Integrando uma tltima vez ambos os membros na variavel z, entre
—L e L, teremos a desigualdade desejada, com C' = 2L. n

Demonstragio da 2% etapa. Seja e > 0 dado. Utilizando a desigualdade
de Cauchy-Schwarz, temos

|(pe * wi) () = (pe * u;)( |—/pa z —y) [ui(y) —u;(y)] dy

< ( / pe(z — y) [uily) —uj<y>fdy)1/2.

Assim, pela desigualdade de Poincaré, obtemos

|(pe i) (2) = (pe * 5) ()] < Cclui — ] e

5.6
<O Vui -l P

Além disso,

|V (pe # i) (x) = V(pe * u;)(x)|

1/2
< (/Qpa(:r — ) [Vuily) — V()] dy) (5.7)
S OEHVUZ — VU]‘|

IN

|12
Combinando (5.2) e (5.6)—(5.7), concluimos que (p. * uk)r>1 € uma
seqiiéncia de Cauchy em C'(Q). Logo, existe U. € C''(Q) tal que

pe xup — U.  em C*(Q) quando k — oc.

Demonstragio da 3% etapa. Sejam xzo € Q e ¢ > 0. Vamos mostrar que
se d(zg, 002) > €, entdo

Ue, (z0) = Uey(z0) paratodo0 < er,eq <e. (5.8)
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Seja
v(z) = [(pey — pey) ¥ 9] (x0 —2) Vo €R",

onde ¥ é a solugdo fundamental do problema de Dirichlet, i.e.,

Afirmamos que v € C§°(2). Como v é uma funcio de classe C™, é
suficiente mostrarmos que

v(z) =0 Vz e Qtalque |z — x| > e.

Com efeito, para um tal ponto = a fungdo y — J(zg — z — y) é
harmoénica sobre B, (0). Logo, utilizando uma variante da férmula
da média (Vid Exercicio 5.2), temos

(pe. % 9) (20 — z) = / per ()90 — 7 — ) dy
Be, (0) (5.9
= xo—2) sei=1,2.

Em outras palavras, v(z) = 0. Assim, concluimos que v tem suporte
compacto em 2.
Por outro lado, pelo Lema 5.2,

- /Q urAvdr = /QVuk -Vuvdz — 0 quando k — oo. (5.10)
Como —AY = §p em D'(R™) (Vid Equagéo (1.5)), temos
~Av(z) = — {A(pel —pe) %9 (o — @)
= pe, (®o — ) — pey(mo — ) V2 € R".
Em outras palavras,
- /Q WA de = (pey % 1) (@0) — (pey * k) (o). (5.11)

Combinando (5.10) e (5.11), obtemos (5.8). Em vista de (5.8), a funcédo

Uog(z) :=U(x) ondex € Qed(x,00) > e,
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estad bem definida e pertence a C''((2). .

Antes de apresentarmos a demonstragdo da 4* etapa, precisare-
mos da seguinte versdo local da desigualdade de Poincaré:

LEMA 5.4 Dados & € 00 e 6 > 0, seja As(Z) := Bs(Z) N . Logo, se
d > 0 for suficientemente pequeno, entio

HUHL2(A5(E)) S 05 ||VU||L2(A5(3—C)) VU & Cl(Q) N Co(ﬁ) (512)

Demonstracio. Fazendo uma mudanca de varidveis, podemos supor
que As(Z) é um semidisco de raio J. Nesse caso, a demonstracdo
do lema é semelhante a da desigualdade de Poincaré (5.5) e serd
deixada para o leitor (Vid Exercicio 5.3). "

Notemos também que |, As(2) |Vui|? dz — 0 uniformemente em
k>1leemz € 99, quando § — 0. Mais precisamente,

LEMA 5.5 Seja (u)r>1 uma seqiiéncia minimizante de (5.1). Dado n >
0, existe 6 > 0 tal que

|A| <& implica / |Vug[?de <n VEk>1,
A
para todo boreliano A C .
Demonstragio. Seja ko > 1 tal que
HVui — VujHB(Q) < 171/2 sei,j > ko.

Tomemos ainda J > 0 pequeno de maneira que

[Vug||p2ay < n'/? sek=1,...,kye|A] <.
Assim, se k > kg e |A| < 4, entdo

Vuglz2cay < ||Vu;c — VukOHLQ(Q) + [ Vurg |22 a)
<% 4gl/2 = opl/2,

Versdo — 17 de agosto de 2009



[SEC. 5.1: METODOS DIRETOS DO CALCULO DAS VARIAGOES 125

de onde segue o resultado. n

Demonstragio da 4 etapa. Devemos verificar que a fungdo U definida
na etapa precedente satisfaz as condi¢des de contorno desejadas, ou
seja, Uy se estende continuamente a d¢2, onde coincide com f.
Fixemos # € 0Q en > 0. Seja f € C1(Q) N C(Q) tal que

f = fsobredQ e /|Vf|2dx<oo.
Q

Em vista do Lema 5.5 acima e da desigualdade triangular, existe § >
0 tal que

/ |V (uy, — f)|2dx <n Vk>1. (5.13)
As ()

Dado # € As/2(Z), seja e := 3d(x, 052); em particular,
0 < 4e <. (5.14)

Seja zp € 00 tal que d(x,xo) = 2¢; em particular, B.(z) C A4c(xo).
Como uy, — f = 0 sobre 052, teremos

(oo # ui) (@) — (e * P(a W@( (o — ) (un — D)y

(por Cauchy-Schwarz) < / pe(z —y) (up — )*(y) dy
()

loll~ .
< —f d
Aumwk 12(y) dy

o2
(por (5.12)) < HPHL Ce? !V(uk —f)’de
Ase(z0)
(por (5.14)) < C ‘V(uk — f)|2 dx
As(Z)

(por (5.13)) < Cw.

Fazendo k — oo, segue de (5.3)-(5.4) que

|Uo(x) — (pe * P)(@)|° < Cn Va € Agya(@),
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onde ¢ = 1d(z, 012). Conseqiientemente, da continuidade uniforme
de f em Q concluimos que

lim sup |U0(x) — f(:i)‘Q < Chn,

T—T
e, sendo 1 > 0 arbitrério, segue que lim Uy(x) = f(Z). Em outras
r—x

palavras, Uy € C(Q2) e Uy = f sobre 0f. n

Demonstragio da 5% etapa. Em virtude das duas etapas precedentes,
Uy é uma funcdo admissivel. Vamos mostrar que / |VU0|2 dx < mg.
Q

De fato, sejam w CC 2 e ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que
€ < d(09,w). Observe que (Vid Exercicio 5.4)

/’V(pg*uk)|2dx:/‘pE*Vuk‘Qda?S/ |Vug|?de.  (5.15)
w w Q

Em vista de (5.3)—(5.4), fazendo k — oo obtemos
/|VUO\2dx = / |VU.|> dz < my.

Como w C 2 é arbitrario, concluimos que

/ |VUo|? dz < my.
Q

Sendo Uy uma fung¢do admissivel, a igualdade se verifica; em outras
palavras, Uy é solugdo do problema de minimizac¢do (5.1). Como
o funcional é estritamente convexo, Uy é o tinico ponto de minimo
(Vid Exercicio 5.5). Isso conclui a demonstra¢do do Teorema 5.1. =

O fato de termos

lim / Vu; — Vuy|* dx = 0,
Q

1,]—00

para toda seqiiéncia minimizante (uy)x>1 ja indicava que o espago
de funcdes C*(Q2) N C(Q) utilizado classicamente ndo tinha uma boa
geometria para tratar de tais problemas variacionais.
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5.2 Formulacao fraca do Principio de Dirich-
let

As décadas de 1930 e 1940 assistiram ao surgimento e a conso-
lidagdo da teoria dos espacos de Sobolev tanto por Kurt Otto Fri-
edrichs (1901-1982) como por Sergei L'vovich Sobolev (1908-1989),
num processo de verdadeira releitura do que se entenderia por uma
solucdo de uma equagdo diferencial. Tais trabalhos culminariam
com a publicacdo dos dois volumes da obra Théorie des Distributions
de Laurent Schwartz (1915-2002) em 1950. Tudo isso, por sua vez, se
sustentava no advento da Andlise Funcional a partir da década de
1920.

Dado um aberto Q2 C R", seja

existe w; € L*(Q2) tal que

HY(Q)={veL*Q) /Qvaaf dz:f/gw,;cpdx, Yo € C5°(82),

paratodoi=1,...,n

As fungdes w;, se existirem, estdo unicamente determinadas q.t.p.
(Vid Exercicio 5.6); tais fun¢des w; sdo chamadas de derivadas fracas
da funcdo v, e serdo denotadas por a%},-,' Observe, por exemplo, que
seu € C1(Q), entdo u € H'(Q) (e as derivadas fracas coincidem com
a definigdo classica), mas a reciproca é falsa (Vid Exercicio 5.9).

O espaco H'(Q), munido da norma

n
lollzr, == llollzz +
i=1

é um espaco de Banach (Vid Exercicio 5.8). O seguinte resultado
tem um papel central no estudo de propriedades dos elementos de
H'Y(Q)®):

0
axi

)
L2

TEOREMA 5.6 (MEYERS-SERRIN) C*°(Q) N H(Q) é um subconjunto
denso de H' ().

®N. G. Meyers e J. Serrin, [52].
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O subespaco de H* () definido por

1

H;(9) = Cg°(Q)

é particularmente importante em aplicacbes. Por exemplo, utili-
zando um argumento de densidade, a desigualdade de Poincaré
(5.5) se estende aos elementos de H () (Vid Exercicio 5.10):

|vlle < C||Vvllz: Yo € H (). (5.16)

Também é possivel associar aos elementos de H*(£2) um conceito
de traco (ou de valor na fronteira):

TEOREMA 5.7 (TEOREMA DO TRACO) Seja Q2 C R™ um aberto limita-
do suave. Entdo, existe um (iinico) operador linear continuo Tr : H*(Q) —
L2(09Q) tal que

Tr (v) = vlpq Yo € C(Q)NHY(NQ).

O operador Tr : H(Q) — L?*(92) nao é sobrejetivo; de fato, é
possivel construir exemplos de fungdes em L?(99) (e mesmo con-
tinuas!) que ndo sdo o trago de nenhum elemento de H'(Q) (Vid
Exercicio 5.19). De maneira a caracterizar a imagem de Tr, vamos
introduzir o seguinte espago:

) — 2
HY?(0Q) := {fGLz(ﬁQ):AQ/BQdedy<OO},

munido da norma

_ 2 1/2
e =t + ([ [ EEOZSOE qeay)

O interesse em se estudar o espaco H'/2(9) fica claro por conta
do seguinte®

TEOREMA 5.8 Suponha 2 C R™ limitado e suave. Logo,

O)Cf. R. A. Adams, [1].
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(i) Tr (H'(Q)) = HY?(99);
(i3) Tr: H'(Q) — HY?(9Q) é um operador linear continuo;
(iii) ker Tr = Hg ().

Agora temos todos os ingredientes necessarios para estabelecer
a formulagéo fraca do problema de Dirichlet:

DEFINICAO Seja f € H'Y/2(0R). Diremos que v é uma solugio fraca do
problema de Dirichlet

Au=0 emQ,
(5.17)
u=f sobredf,
seve HY(Q), Tr(v) = fe
/ Vv -Vedr=0 Voe C5(R). (5.18)
Q

Na Secao 5.4, mostraremos que toda solugdo fraca é solugao clas-
sica do problema de Dirichlet quando f € C(9Q) N H'/?(99Q); em
outras palavras, v pertence a C?(Q)NC(Q) e satisfaz (5.17) no sentido
usual.

Vamos considerar primeiro a questdo de unicidade das solugoes
fracas:

PROPOSICAO 5.9 (UNICIDADE) Dada f € H'/?(02), entdo o problema
de Dirichlet (5.17) possui no mdximo uma solugdo fraca.

Demonstragio. Sejam v, vy duas solugdes fracas de (5.17). Por densi-
dade, essas solu¢oes satisfazem

/VU¢~dex:O Yw e Hy(Q), i=1,2.
Q

Vamos aplicar tais identidades com w = v; — ve. Por subtragdo,
obtemos

/Q V(01 — ) |* da = 0.
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Em outras palavras, V(v; —v3) = 0 a.e. Logo, v; — v3 é constante em
cada componente conexa de 2 (Vid Exercicio 5.11). Como v; — vg €
H{(£2), concluimos que vy — vg = 0 em €. "

A existéncia de soluges fracas sera obtida com o auxilio do Prin-
cipio de Dirichlet:

TEOREMA 5.10 (EXISTENCIA) Dada f € H'/2(0S2), entdo o problema
de minimizagdo

my :inf{/ |Vo|?de:ve HY(Q)e Tr(v):f} (5.19)
Q
admite uma tinica solug¢io vg. Além disso, vy satisfaz
/ Vg - Veodr =0 Ve e Cy°(Q). (5.20)
Q

Demonstragdo. Como f € H'/?(0Q), entdo em virtude do teorema
precedente a classe de fun¢des admissiveis é ndo-vazia; em outras
palavras, m; < oo. Seja (vx) uma seqiiéncia minimizante. Proce-
dendo como na 1% etapa da demonstragdo do Teorema 5.1, temos
lim ||Vo; — Vo, || . = 0.

1,]—00
Como Tr (v; —v;) = 0, entdo v; — v; € HLQ). Segue da desigual-
dade de Poincaré (5.5) que

lim H'Ui — UjHLZ =0.
2,]—00

Logo, (vg)r>1 € uma seqiiéncia de Cauchy em H L) e portanto
existe vy tal que
vy — vg em H'(Q).

Conseqiientemente,

Tr(vg)=f e /|VUO\2dz:m1.
Q
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A unicidade de vy e (5.20) sdo de facil verificacdo (Vid Exercicio 5.14).

Em virtude do Teorema 5.10, a cada f € H'/?(9Q) podemos as-
sociar uma unica fungdo vy € H'(2) tal que Tr (vg) = f satisfazendo
(5.20):

PROPOSIGAO 5.11 (CONTINUIDADE) O operador
Sy : fe HY2(09) — vy € HY(Q)
é linear e continuo.

A demonstragdo dessa proposicdo repousa no seguinte resultado
classico da Analise Funcional®?):

TEOREMA 5.12 (TEOREMA DA APLICAGAO ABERTA) Sejam E eF dois
espagos de Banach e T : E — F um operador linear continuo e sobrejetivo.
Logo, existe § > 0 tal que

Bs(0) € T(By(0)). (5.21)

Em outras palavras, sob as hip6teses do teorema, A C E aberto
implica T'(A) C F aberto (Vid Exercicio 5.15).

Demonstragio da Proposigdo 5.11. A linearidade de S; é evidente.
Pelo Teorema 5.8, o operador Tr : H'(Q2) — H'?(0) satisfaz as
hipéteses do Teorema da Aplicagdo Aberta. Logo, existe § > 0 tal
que

T 5 existe v € H'(Q) com 522
1 < — .
e vl <le Tr(v)=f.

Dada f € H'/?(89) com || f|| g1/2(50) < 0, seja v uma fungdo dada
por (5.22). Pelo Principio de Dirichlet,

H51<f)HH1(Q) < HUHHI(Q)'

(0Cf. H. Brezis, [7].
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Logo, a propriedade (5.22) também é satisfeita por S;(f). Assim,
[ fll 1200y <6 = HS1(f)||H1(Q) <L
Conseqiientemente,
1
181 (D |1y < 51 ar2r2000) VS € HYZ(092),

ou seja, Sp é continuo. n

5.3 O método da projecao ortogonal de Weyl

A formulacdo moderna do Principio de Dirichlet tem como es-
tratégia decompor o problema em duas partes:

1. Demonstrar a existéncia de solugdes fracas;

2. Estabelecer a regularidade das solugoes fracas.

A primeira etapa foi abordada na secdo precedente. Nessa secdo,
um de nossos objetivos serd responder a seguinte

QUESTAO Seu € H'(Q) satisfaz
/ Vu-Veodr=0 Yo C5°(Q),
Q

serd que u € C?(Q) e Au = 0?

Em 1940, Hermann Weyl (1885-1955) deu uma resposta afirma-
tiva a essa questao!V). Trata-se de um dos primeiros resultados de
regularidade no contexto do Célculo das Variagdes:

LEMA 5.13 (WEYL) Sejam Q C R" ev € LY(Q). Se
/ vApdr =0 Vo e C3°(Q), (5.23)
Q

entiov € C®() e Av=0em Q.

(DH. Weyl, [73].
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Demonstragio. Sejam e > 0e p € C3°(By), talque p > 0 e fBl pdr =
1. Dada ¢ € C§°(£2) com d(supp ¢, 02) > ¢, podemos utilizar p. * ¢
como funcdo-teste em (5.23). Integrando por partes obtemos

/A(ps*v)cpdac:/(pg*v)Agodx
Q Q

:/v(p“a*Ago)dx:/vA(p“E*gp)dx:O.
Q Q

Logo,
Alpexv) =0 em € :={z € Q:d(z,00) > ¢},
ou seja, p. * v € harmonica em §).. Observe ainda que p. * v — v em

LY(Q). Utilizando o Coroldrio 1.7.1, concluimos que v € C*°(Q) e
Av =0em Q. "

Vamos apresentar também uma demonstracio alternativa de e-
xisténcia de solugdes fracas do problema de Dirichlet em dimensao
3 sem utilizar o Principio de Dirichlet. Mais precisamente,

TEOREMA 5.14 Seja Q C R3 um aberto limitado suave. Dada f €
HY2(09), existe ug € H' () harmonica tal que Tr (ug) = f.

Nosso objetivo inicial serd estabelecer generalizagdes das relacdes
divF = 0 erot F = 0 para campos vetoriais F € L?(Q;R*). Para
tanto, vamos supor por enquanto que F' € C>(; ]Rg).

Dados ¢ € C°(Q) e ® € C5°(%;R?), temos as seguintes identi-
dades vetoriais:

div(F x @) = (rot F, ®) — (F,rot D),
div(eF) = (Vp, F) + ¢ div F.

Logo, pelo Teorema do Divergente,

/(rot F,®) dx :/(F, rot ®) dz V& € C5° (% R?), (5.24)
Q Q

/ pdivFdr =— / (F,Voydr Yo e C5(N). (5.25)
Q Q
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As identidades (5.24) e (5.25) nos sugerem as seguintes

DEFINICOES Seja F € L?(%;R®). Diremos que F é irrotacional, o que
denotaremos por rot F' = 0, se

/ (Firot®)dz =0 Y € C° (% R?). (5.26)
Q
Por outro lado, F serd solenoidal, denotado por div F' = 0, se

/(F7 Ve)de =0 Vo e C(Q). (5.27)
Q

Sejam

R:={F € L*((R?) : rot F = 0},
S:={F € L*(R?) : divF =0},
H:={F e L*(R*) : F = Vv, ondev € Hj(Q)}.

Os conjuntos R e S, formados pelos campos vetoriais irrotacionais e
solenoidais, respectivamente, sdo subespacos vetoriais fechados de
L2(Q;R?). O subespago H admite a seguinte caracterizagdo

2

H={Vo: VpeCr)] , (5.28)

onde o fecho é tomado com respeito a norma L? (Vid Exercicio 5.17).
O Teorema 5.14 serd deduzido do seguinte

TEOREMA 5.15 (WEYL)
(1)) R=H&(RNS),
(i) RNS C C®(Q;R3).

Em particular, se F € RN S, entdo rot ' = 0 e div F = 0 no sentido
classico.
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Demonstragio. Como L?(€2; R*) é um espaco de Hilbert, temos a de-
composi¢do em subespagos vetoriais ortogonais

L2(O;RY) =HaoH.

Por outro lado, segue de (5.27) e (5.28) que os elementos de H* sdo
exatamente os campos solenoidais, ou seja, H* = S. Portanto,

LY QR =HaS. (5.29)

Dado F € H, sejav € H}(Q) tal que F = Vov. Como

/(F, rot @) dx = / (Vou,rot @) de = — / (v,divrot @) dx =0
Q Q Q

Vo € C°(Q;R?),
entdo

HCR.

Assim, pela decomposicao de L?(€2; R*) em subespacos ortogonais
dada por (5.29), temos

R=H®d(RNS). (5.30)

Vamos demonstrar agora que (i) se verifica. Seja F' € RN S. Ob-
serve que, para todo ® € Cg°(Q; R?), temos a identidade

AD = V(div ) — rotrot . (5.31)

Aplicando as equagoes (5.26) e (5.27) com rot ® e div ® como fung¢des-
teste, respectivamente, obtemos, ap6s subtragdo entre as expressoes
resultantes:

/ (F,AD)dr =0 Y& c C5°(Q;R?). (5.32)
Q
Utilizando o Lema de Weyl a cada componente de F, concluimos

que F € C*~(Q;R?) e AF = 0. Em particular, rot F = 0 e divF = 0
no sentido classico. n
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Demonstragio do Teorema 5.14. Seja f € H'(Q) tal que Tr (f) = f.
Como M C R, temos Vf € R. Pelo Teorema 5.15, existem h € Hg (9)
eU € RN S taisque Vf = Vh +U. Sejaug = f — h. Logo,

Aug =divVug =divU =0 e Tr(ug) =Tr(f) = f.

Isso conclui a demonstragao. ]

5.4 Solucgodes fracas versus solugoes
classicas

Seja @ C R™ um aberto limitado suave. Nesse trabalho, vimos
essencialmente duas nog¢des de solugdo do problema de Dirichlet

Au=0 em ¥,
(5.33)

u = f sobre 0,

a saber:

1. FORMULAGCAO CLASSICA: Dada f € C(99), existe uma tnica
funcdo ug € C?(Q2) N C(Q) satisfazendo (5.33) no sentido classico.
Além disso, a aplicagdo linear

So: f € C(0Q) — ug € C() é continua.

2. FORMULAGAO FRACA: Dada f € H'/2(01), existe uma tnica
funcdo vo € H'(Q) tal que Tr (vo) = f e

/ Vg - Veodr =0 Ve e Cy°(Q).
Q

Além disso, a aplicagdo linear

Si:fe HY*9Q) — vy € HY(Q) é continua.

Isso significa que o problema de Dirichlet é bem posto em ambas
as formulagdes, ou seja, nos dois casos a solucdo existe, é tnica e
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depende continuamente das condic¢oes de fronteira. Vamos mostrar
que as duas solugdes ug € vy coincidem quando se considera (5.33)
com condicao de contorno f em C(992) N H'/2(9Q):

TEOREMA 5.16 Sy = S, sobre C(92) N HY/?(9Q).

Demonstragio. Vamos dividir a demonstracdo em duas partes:

1% etapa. Sy = S1 sobre C*°(0%2).

Sejam f € C>®(00N) e uy € C?(2) N C(Q) a solugdo classica as-
sociada a f. Pela Teoria de Regularidade Eliptica'?, sabemos que
ug € C°°(Q); em particular, ug € H*(Q). Logo, up = vp, em outras
palavras, So(f) = S1(f).

2% etapa. Fim da demonstragdo.

Observe que C*(99) é denso em C(9Q)NH/?(5Q) com respeito

a topologia induzida pela norma (Vid Exercicio 5.18)

lullcnme = |lullcea) + [l gz @a)-

Como Sy = S sobre C*°(05), deduzimos que Sy = S; sobre C'(9Q2)N
HY2(09). .

Para concluir, vamos mostrar que os problemas de minimizacao
(5.1) e (5.19) sdo equivalentes:

COROLARIO 5.16.1 Seja f € C(99) N H'/?(99). Logo,
mo =mp < o0
e as solugdes dos problemas de minimizagdo (5.1) e (5.19) coincidem.

Demonstragio. Claramente mg > m;. Além disso, pelo Teorema 5.8,
a classe de fung¢oes admissiveis de (5.19) é ndo-vazia, ou seja, m; <
oo. Vamos denotar por vy a solucdo de (5.19). Pelo teorema acima
e pelo Lema de Weyl, temos vy € C*>(Q) N C(Q); em particular,

(2Cf. D. Gilbarg e N. S. Trudinger, [33], p.87 et seq.
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v também é uma fungdo admissivel do problema de minimizac¢do
(5.1). Conseqiientemente,

/ [Vuol* dz > mg > my =/ Vol da,
Q Q

de onde segue o resultado. "

5.5 Exercicios

EXERCICIO 5.1 Sejan > 3. Dados pontos aq, az, as, ... € B1(0), mos-
tre que existe uma seqiiéncia (uy)x>1 em C3°(B1(0)) tal que

1im/|vuk\2:o mas  lim ug(a;) =1 Vj>1.
Q — 00

k—oo

EXERCICIO 5.2

1. Demonstre a seguinte variante da férmula da média:
Seja u harmonica em w. Se p € C§°(R™) é uma fungdo radial
tal que [, pdz =1 esuppp C B.(0), entdo

(pxu)(x) =u(zr) Vrewcomd(z,dw)>e.
2. Deduza (5.9).
EXERCICIO 5.3 Demonstre o Lema 5.4.
EXERCICIO 5.4 Verifique (5.15).
EXERCICIO 5.5 Mostre que a solugdo do problema (5.1) é tnica.

EXERCICIO 5.6
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1. Demonstre o Teorema Fundamental do Célculo das Variages:
Se v € L*(Q) satisfaz

/ vpdr =0 VYo e C5°(Q),
Q
entdov = 0 q.t.p.

2. Conclua que se u € H'(2), entdo as derivadas fracas de u estdo
bem definidas q.t.p.

EXERCICIO 5.7 Seja (vi)r>1 uma seqiiéncia em H' () tal que

811;.3

oz, —w; em L*(Q) Vi=1,...,n.

vp — v em L*(Q)

Mostre que v € H'(Q) e g; = w; para todo i.

EXERCICIO 5.8 Mostre que H'(Q) e H'/2(99) sdo espagos de Ba-
nach.

EXERCICIO 5.9 Seja Q := By,4(0) CR",n > 2.
1. Defina

1
v(x) :=loglog Tl Vo € Q.

Mostre que v € H'(Q); em particular, isso implica H' () ¢
Q).

2. Dada uma seqtiéncia (a;);>1 densa em (2, defina

— 1
222— r—a;) Vrel

Jj=1

Mostre que V € H 1(Q); no entanto, V nao é limitada em ne-
nhum subconjunto aberto de (2.

EXERCICIO 5.10 Verifique (5.16).
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EXERCICIO 5.11 Mostre que se v € H(Q) e Vv = 0 q.t.p., entdo
v é constante em cada componente conexa de 2. Em particular, se
v e HY(Q) e Vv =0q.tp.,entdov = 0q.t.p.

EXERCICIO 5.12 Seja @ € C*(R) tal que ¢’ é uniformemente limi-
tada em R. Demonstre a regra da cadeia para fun¢des H':
Sewv € H'(Q), entdo ®(v) € H(Q) e

Vo (v) = d'(v)Vo  q.t.p.
Sugestdo: Utilize o Teorema 5.6.
EXERCiCI10 5.13
1. Dado v € H'(Q2), mostre que
Vv =0 q.tp.noconjunto {z € Q:v(z) =0}.

Sugestdo: Seja ® € C§°(R) tal que ®(t) = ¢ se |t| < 1. Mostre que
®(kv) — 0 em H'(Q) quando k — oo. Em seguida, utilize o Exerci-
cio 5.12.

2. Conclua que se u € HY(Q) e u(x) € Z q.t.p., entdo u é cons-
tante.

EXERCICIO 5.14 Verifique que a solucdo do problema de minimiza-
¢do (5.19) satisfaz (5.20).

EXERCICIO 5.15 Mostre que se ' : E — F é um operador linear
satisfazendo (5.21), entdo A C E aberto implica T(4) C F aberto.

EXERCICIO 5.16 Mostre que v € C(Q) é sub-harmoénica se, e so-
mente se,

/vAgodx >0 Ve (§®(), p>0em Q.
Q

EXERCICIO 5.17
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1. Mostre que R, S e H sdo subespacos vetoriais fechados de
L2(Q;R3).

2. Demonstre (5.28).

EXERCICIO 5.18 Mostre que C>(92) é denso em C(9Q) N H'/2(09)
com respeito a norma

I fllenme = [ fllewee) + 1 flla1200)-

ExERrcicio 5.19 Utilizando o Corolario 5.16.1, mostre que se v €
C1(Q) N C(Q) satisfaz as condigdes de contorno dos exemplos de
Prym ou de Hadamard, entédo

/ |Vo|? de = +oo.
Q

Conclua que tais condi¢gdes de bordo ndo podem ser o trago de ne-
nhum elemento de H'(2). Em particular, isso mostra que C(092) ¢
HY2(09).
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Notacao

n : dimensdo do espago
wy, : volume da bola unitdria em R"
o, : area da esfera unitaria em R"; 0,, = nw,,
Bpg(z) : bola de centro z e raio R
v : vetor normal exterior
|A| : medida de Lebesgue de A
g-t.p. : exceto num conjunto de medida (de Lebesgue) nula
s.c.i. : semicontinua inferiormente
¥ : solucdo fundamental da equacédo de Laplace (Vid Equagdo (1.4))
Qe = {z € Q:d(z,00Q) > e} (exceto Se¢do 2.1.3)
1 /x
pe(z) = ;np(g)
plx) = p(—x)

(p+u)(e) = [ ple = s)uls)dy,ondew: 2 — &

ou ou
Vu= (Txl”ﬁ)
0%u 0%u
A= = et — =
“ Ox? ot 0x2
divF = @—i-u-—k aFn,ondeF:R”—ﬂR”
0x1 ox,
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152 Notacio

rot F' = (83:2 02, 92s 02 Oz, axz),ondeF R =R

Co(Q) = {¢ € C(Q) : ¢ =0 sobre 90}
C5°(92) = {¢ € C=(Q) : ¢ tem suporte compacto em Q}

HCHC(K) = sup [((z)]
zeK

1/2
1l = < /Q f|2dx)

D'(Q) : espago das distribui¢des em
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